
This is a digitai copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legai copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the originai volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we bave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legai Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legai. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is stili in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 



50649 



*-v, 



^^ 






*. ^4 ' 



■-^Vnvì^ . 



•■'Vr, 






-f^. V'»^. 



■^- •^-^" 



'* ^TK 



•v/:'^*: 



•*^'-* 




r 



Qa^h 



Digitized by 



Google 



MalhematrcS 

S5 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



GIORNALE 



DI MATEMATICHE 



AI) USO 1) E G L 1 R 'J^ IJ D E N T I 



DELLE UNIVERSITÀ ITALIANE 



PDBBl-lCATO PER CURA DRl, PROFESSORE 



G. BATTAGLI N I 



Vuliiine XXXI. - (893. 



NAPOLI 
BRNEDKTTO PELLERANO EDITOUK 

LIBRERIA SCIENTIFICA E INDUSTRIALE 
Via Gennaro Serro, 20, 

PARIGI LONDRA BERLINO 

GAUTHIER-VILLARS DTJLAU and C^. R. FRIEDLANDER Ulìd SOHN 

55. Quai des Augustins 31. Soho square 11. Carlstrasse 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



GIORNALE 



DI MATEMATICHE 



AD USO DEGLI STUDENTI 



DELLE UNIVERSITÀ ITALIANE 



PUBBLICATO PER CCRA DEL PROFESSORE 



G. BATT AGLIN I 



Volume XXXI. - («93. 



NAPOLI 
nE NE DETTO P ELLER A NO EDITOUK 

LIBRERIA SCIENTIFICA E INDUSTRIALE 
Via Gennaro Serra, SO. 

1893. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



INDICE 



P. Del Pezzo — Appunti di Geometria ad n dimensioni .... pag. 1 

G. Loria — Intorno a la vita e le opere di Gaetano Giorgini. . . » 23 
P. Enriques — Sugli spazi pluritangenti delle varietà cubiche generali 

appartenenti allo spazio a 4 dimensioni » 3i 

D. Montesano — Su una classe di trasformazioni razionali involutorie dello 

spazio di genere arbitrario w e di grado 2n + 1 . • • . » 36 
G. Pirondini — Intorno a una famiglia notevole di linee piana. Errata- 
corrige ............. 51 

N. J. Lobatcheffsky » 52 

E. Ascione — Studio di una trasformazione (3,3) » 55 

A. Tagiuri — Sulla integrazione dell'equazione ò(w) = 7i<j;(n— 1) + ki({n-2H. » 95 
E. Sadun — Alcune proprietà dei coefficienti polinomiali dedotte dalla 

divisibilità di vari polinomi per se** -f ax**"* -h a*»"*"* + ... + «** • » 119 

0. Tognoli — Gli elementi complessi nella Geometria analitica . . » 137 

M. Pieri — Sui sistemi lineari di monoidi » 151 

A. Marianini — Regole per aver la tangente e la cotangente della somma di 

più angoli espresse dalle tangenti o dalle cotangenti degli angoli stessi . » 156 
G. Galdarera — Numero delle disposizioni con ripetizione di data classe 

e di dato peso . . . , » 161 

M. Lerch — Sur une intégrale dófinie » 171 

G. Musso — Sui numeri poligonali » 173 

G. Loria — Le curve di genere 1 e le funzioni a di Weierstrass . . » 179 

A. Del Re — Questioni da risolvere » 199 

G. Musso — Sui determinati reciproci » 201 

E. Ascione — Sulla Hessiana di una varietà nello spazio a 4 dimensioni. » 210 

C. Ciamberlini — Sulla relazione tra le distanze di 4 punti del piano . » 218 

E. Catalan — Estratto di una lettera al Direttore del Giornale . • » 227 
A. Hurwitz — Sulle superficie di Riemann con dati punti di diramazione 

(veisione di A, Brambilla) » 229 

V. Mollame — Sopra qualche applicazione dei numeri complessi ad m di- 
mensioni ^ 271 



". ."j Digitized by vnOOQlC 



X iv )( 

A. Capelli ~ L* analisi algebrica e V interpretazione fattoriale delle po- 
tenze pag. 291 

E. Catalan — Remarques sur la thóorie dea nombres et sur les fractions 

continaes y> 314 

A. Capelli — L' analisi algebrica e l'interpretazione fattoriale delle po- 
tenze » 340 

G. Floridia — Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. . . > 354 

M. Pieri — Teoremi da dimostrare » 368 

The Mathematical Congress at Chicago » 370 

E. Sadun — Errata-corrige » 379 



Digitized by 



Google 



GIORNALE 

DI MATEMATICHE 

Al) USO DEGLI STUDENTI 

DELLE UNIVERSITÀ ITALIANE 



^I^FUICTO?! IDI G-EOIMIETIÒI^ 
AD n DIMENSIONI 



1) I 



PASQUALE DEL PEZZO 

{dalle lezioiìi dedale dìirante Vanno 1889 , 90) 



§ !. Dei Postulati fondamentali. 

!. Esistano Io [t'] , r[i], il [v?] . ecc.. Y [t] 

2 Chiiimcreino Y[i] elernenlo di i*»» specie. Lo [()] , r[l] e il [2] verranno 
sinché chiamati punlo^ rella, piano, li [3J talora sarà dello spazio. 

I medesinai elementi s'indicheranno anche ^ quaniJo torna più comodo, con 
lettere alTetlc da indici uguali alla specie, per modo che le scritture So, S, , Sj, ... , 
S,. , .• , S„ denotano lo stesso the [0] , [I] , [2] , ... , [i] , ... , [n] ; e qualche volta 
anche con lettere senza indici, se non v*ha luogo a confusioni. 

3. Le specie degli elementi sitnio in numero influito . come pure sieno in 
numero influito gli elementi di ciascuna specie: ed in tal maniera che, anche 
(]iiando si assegnino infniti elementi appai lenenti ad una categoria definita, ne 
esistano sempre infiniti altri che non appartengono a quella categoria. 

4. Due punti determinano una retta (che passa per essi , che li contiene ecc.) 
la quale contiene infiniti altri punti , e due qualunque di essi determinano la 
stessa retta. 

5. Tre punti, non situati in una medesima retta, determinano un piano, che 
contiene infiniti altri punti e tutte le rette che lì uniscono a due a due. Lo stesso 
piano è determinato anche da tre altri suoi punti qualunque, o da una sua retta 
ed un suo punto: due rette, che hanno un punto comune, determinano un piano 
che le contiene. 

VOI.. XXXI. ì 
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C. Quattro punti, non situati in un medesimo plano (e quindi tre di essi non 
giacenti in una medesima retta), determinano uno S, , che contiene influiti altri 
punti, tutte le rette elio li uniscono a due a due, e tutti i piani che li uniscono 
a tre a tre. Lo stesso Sj è determinato da quattro altri suoi punti qualunque, da 
un suo piano ed un suo punto, che non si appartengono (cioè che il punto non giace 
sul piano, e quindi il piano non passa pel punto) da due sue ritte, che non si 
segano (cioè che non hanno un punto comune); ed inoltre un piano ed una retta, 
che abbiano un punto comune, ovvero due piani, che abbiano una retti comune, 
anche determinano uno Sj. 

7. a). Se due rette a ed a' giacciono in uno stesso piano a, esse non deter- 
minano uno Sg , poiché il piano a, insieme ad un punto esterno (che non gli ap- 
partiene), determina uno S, ; con un altro punto non appartenente al primo Sj un 
secondo S,^ e così <li seguito: sicché per a ed a' passano infiniti S3. Ma se a 
ed a' non avessero punti comuni, esse dovrebbero determinare lo S3, che le con- 
tiene ; dunque esse avranno in generale un punto comune (a meno che non ne 
abbiano in particolare due, cioè coincidano). Vale a dire : 

Due rcUe dislinlc giacenti in un medesimo piano si incontrano in un punto, 
b). Si osservi peraltro che nel ragionamento che precede, si ammette come 
postulata^ che 

Due rette arbilrarie delerminano uno S3 , s'incontrano iti vn pnnto 
coincidono. 

8. In generale i+ l punti non appartenenti ad uno S^ (r < 1) determinano uno 
S,. , il quale contiene infiniti altri punti. Lo stesso S,. è determinato da altri suoi 
i + l punti arbitrari, e contiene tutti gli S,(r </) determinati da r+ 1 suoi punti 
qualunque. 

9. a). Uno S^ ed uno S^ possono essere indipeiìdcntii cioè non avere alcun punto 
comune, e possono r — segarsi, cioè avere in comune uno S,.. Ritenendo fi>6>r, 
basta prendere r+ 1 punti sopra S^ ed altri 6-r fuori di S^ . afiìnchè questi 
h + \ punii determinino uno S^ . che r *- seghi S^. 

Diremo anche allora che S^ ed S^, s'incontrano, si appoggiano^ si tagliano. 

Quando S^ ed S^ si 6 - segano allora diremo che S^ giacn in S,, , che S„ 
passa per S^ , che S^ ed S^ si appnrip.ngono. Se poi a = 6 > r allora diremo die 
i due S„ conicidowo. 

b) Tre elementi, che sieno non Indipendenti a due a due, li diremo in- 
dipendenti quando non v' è alcuno elemento comune a tutti e tre ; e cosi h ele- 
menti, che »ieno non indipendenti a ft-/i a ft-/i, li diremo indipendenti 
quando non esiste alcuno elemento comune a tutti e k. Quando k elementi hanno 
In comune uno S^, diremo che concorrono in questo S^, che escono dallo S^. 
Analogamente alle cose dette in a), è agevole costruire h elementi indipendenti 
non a 7i — /i a & - /i, I quali concorrano in uno S^ , p, e. in un punto, in una 
retta, in un piano. 
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10. Uno S« ed uno S^ indipendenti determinano uno S^^.^^, , che li contiene, 
il quale è individuato da a + 1 punti di S^ e da 6 + 1 punti di S^. Quando poi 
si r— segano allora sono contenuti ambedue in uno S^^^.^ individuato da r + 1 
punti presi sopra lo S, da altri a — r comunque presi sopra S^ e da altri b-r 
comunque presi sopra S^ , cioè in tutto o + 6 — r t 1 . 

11. fl). Quando uno S. ed uno S^ sono contenuti ambciiue in uno S^,^_y(n>6>r) 
allora non determinano più uno S,^^^., e nemmeno uno S^ con i > a + /> — r , 
come si può ricavare da un ragionamento analogo a quello del n^ 7, a); dunque 
dovranno almeno r — segarsi, poiché se avessero meno di r+ t punti indipendenti 
in coroune, essi determinerebbero uno S| con ì > a -f 6 — r. Potranno però in par- 
ticolare (r + A;) — segarsi, e saranno contenuti allora in uno S^^^.^.j^ alla sua volta 
contenuto in 8^4.^-,- Sicché diremo : 

Uno S« ed uno S^ , conlent£^i insieme in uno S^, , se n < a + b + 1 hanno in 
comune uno S^+j.,- 

6). E qui si noti ancora come al n^ 1 , b) che noi ammettiamo come po- 
stulalo che 

Quando uno ^^ ed uno S^ non determinano nno 8^+^^., , essi hanno almeno 
un punto comune. 

Del resto si possono pensare , come vedremo in seguito, delle serie di ele- 
menti dcGniti come nel n^ !, per i quali ha luogo il postulato diretto del n^ 8 , 
ma non sempre quello inverso, enunciato in questo n^ ed in particol.ire nel n® 7, h). 
e). Dalla deflniziono del numero 9 e da quella del numero II, a) sì deduce 
che gli elementi S^ S^ indipendenli , contenuti in uno "^a+b^i ? banno in comune 
uno S^^^.^.j,, cioè, nessun punto comune. 

Però la indipendenza fra due elementi è relativa allo spazio in cui sono con- 
tenuti e però diremo con maggior generalità che 

Uno S^ ed uno S^ sono in posizione generale, ovvero indipendenti, quando 

giacendo ambedue in uno S^ con n^a-^-b + 1 essi hanno in comune un elemento 

la cui specie non superi a + 6 — ?i. Quando accade il contrario diremo che tanto 
lo 8^ quanto lo 8^ soddisfano a certe condizioni. Questa definizione include come 
caso particolare quella del n^ 9. 

12. Una serie di h elementi delle specie a, , a^ , o,, ecc. Oj^, i quali sieno a 
due a due indipendenti, determinano un elemento , che li contiene . della specie 

lai + /i~l In particolare se gli elementi dati sieno tutti punti, si ritorna sul 

postulato del n® 8« Se poi la serie degli elementi consi ierati e infinita, allora Tele- 
mento da essi determinato è di specie infinila. 

Se gli elementi della serie si segano a due a due, e precisamente gli elementi 
ili specie 0| ed a^ si r^]^ — seghino, mentre che atre a tre sono indipendenti, allora 



Digitized by 



Google 



)(*)( 

rcleiuento da essi determinato sarà delia specie 

(<«i + J) + O'i + 1) + («3 + 1) + . . . + (a^ + 1) 
~(r,,-hl)-(r,3-hl)-. . .-(r,^+l) 



= 2 (?i - 2 r,.fc 



(/i-l)(h-2) 



2 



Però si osservi clìe nel quadro precedente la somma dei numeri posti in una 
slessa colonna non deve risultare mai nulla o negativa, affinchè Telemcnto relativo 
concorra a determinare Telcmento risultante, e se ciò avviene nel fare la somma 
generale non si dovrà tener conto dei numeri di quella colonna. Cosi può darsi 
che infiniti clementi che a due a due si seghino ne determinano uno di s|iecic 
finita , poiché a determinar questo concorrono solamente un numero finito di 
quelli. 

P. e. infinite rette che a due a due sincontrano e che non passano per uno 
stesso punto determmano un piano: infiniti piani che a due a due si tagliano in 
rette determinano uno S^- ecc.; Infiniti S„., che a due a due si (a — 2) - segano 
determinano uno S„. 

Infiniti piani che a due a due s'incontrano in un punto determinano uno S,. 
Infiniti Ss che a due a due s'incontrano in un punto determinano uno S^. Infiniti 
S/^ che a due a due s' incontrano in un punto determinano un elemento della 

specie — ^— r . La specie deireleraento determinato da infiniti S/j che a due a 

due si r - segano sarà data da 

(/i+1)+(/H I)-(rH)+(/i+l)-2(r+l)+/H-l-3(r+l)+... + (A+l)-/c(r+l)-l= 

(A+l)(/. + l)-(r + l)'^i^-l 

dove k è la parte intera del quoziente della divisione di /i -f 1 per r+ I. 

Citiamo quest'ultimo esempio: n S^ che a due a due si incontrano in un 
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pgnto ne determinano uno della specie 



2n(?i + 3) f 1. 



13. Abbiansi /i clementi [a^] , [n^] , [a^\^ . . . [a^] che a due a due si 
^M 't "~ ^'eg'»ino» *i tre a tre si a,-^^^ ,j - seghino ed a ^ a ^ si a.-^ i^ ... ,.^ - seghi- 
no , dove si è indicato con ?* Uno qualunque degli indici delle a I , 2 , . . . /i. 
La specie deirelcraento da essi determinato sarà 






(-i)*-i; s («.•.,-...i+»)-' 



»•» 



IM- 



A-1 i -• -• ; **4 

f, ?j 73 ...//t 

Dcninteso che, per ottenere questo numero, converrà eseguire le somme par- 
ziali relative a ciascuno elemento, ed osservare: 1® che so alcune di queste sommo 
risultano nulle negative non si deve tener conto degli elcuieuti che vi si rifio- 
riscono : 2"* che alcune volte parte degli elementi dati non possono soddisfar»! 
alle condizioni imposte, salvo che trovandosi in posizioni particolari , ed allora i 
numeri che vi si riferiscono i«i debbono modificare nel modo che vien suggerito 
dallo studio del problema speciale. 

P. e. supponiamo che gli eleni Miti dati debbono a duo a due tagliarsi in rette 
ed a tre a tre concorrere in punti. Allora i primi quattro [a^] , [a,) , [a,] , [n^[ 
determineranno un tetraedro di spigoli a,Tj e dì vertici a,^^ (t , A , f = 1 , 2 , 3 , 4). 
Un altro [a,] fra «^li elementi dati per poter adempiere alle condizioni imposte 
dovrà (come mostra un facile esame) segare secondo un piano lo S, del detto te- 
traedro e quindi la formola (a) sarà così modificata : 

h 

a, + (V2 -h rf, f «4 - 4 + S {ili - 2) - 1 . 

5 

Più generalmente se influiti elementi di specie arbitrarie ma >h si debbono 
a due a due (/i— l) — segarsi a tre a tre (h — 2) — segarsi ecc : ad h \- \ a /i+ I 
concorrere in un punto ; allora i primi h f 2 elementi determinano ad /i + 1 ad 
/i + 1 un gruppo di h + "2 punti , questi alla loro volta uno S|^^^ , e le rette , i 
piani» gli S3, ecc.: che congiungono questi punti a due a due, a tre a tre , a 
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quattro a quattro ecc. , saranno comuni agli elementi dati presi ail h ad h , ad 
/i — 1 ad /t~ I, ad A — 2 ad /i — ?, ecc :. Ogni altro elemento |aj die debba so^'- 
disfare alle condizioni proposte dovrà segare il detto S/^^, secondo uno S;^ , e 
quindi entrerà nella forinola (a) col numero o^ — /i. 

Se le specie degli elementi sono tutte =/t si ha il teorema : 

In[inUi Sf^ cUe ad i ad i ^i (U - i + 1) - segano, per ■2< i < h + 2, sono con- 
leniUi ili uno S^^, che essi delnrmiaano a meno che non concorrano in ano 
8fc (k < h). 

Abbiansi n elementi della specie ( ^ ) - ^ ' q"»*» »^ * + ^ ad i + 1 (per 

l<i</i) si |( . )~lj- segano, cioè a k+1 a k+ 1 concorrono in 

un punto, a k a fc in uno S^, a k — 1 a k — 1 in uno elemento della specie 
- — r — , ecc :. Questi determinano un elemento della specie 



-'^(-r)^ 



*("r)-(r-;v 
*("r)-K""T')-K"«-r)-(";-r)^ 



--(-'>'(V)(":-ro— <-»'(V)- 
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§ H. Della Geometria ad n dimensioni. 

H. Intenderemo parlare sempre nel numeri seguenti di elementi appartenenti 
ad un dato S^ che dirt mo Tondamentale : faremo cioè la geometria ad n dimen- 
sioni. 

In tal caso negli enunciati dei numeri precedenti dovrà porsi la restrizione 
che la specie dell'elemento determinato da più altri non possa mai uguagliare o 
superare yì ; che se ciò avviene esso elemento non è che il fondamentale, \vremo 
p. e. che 

Vn [a] ed un [bj indipendeiiU delermlnano un [a-hbf I], quando a-i-b<n— 1. 
Oli elementi indipendenli [n^] , [aj , [a,] .... [ix^] determinano un 

[a, + a2 f . . . + ap + p-1| , 
quando 

a, + at + • . . + ap<n - p -i- I. 

15. Abbiamo veduto al n^ 11 che un [a] ed un [6] si segano secondo un 

[a + 6 — n] , quando a + 6 > n. Un terzo elemento [e] , se a + 6 - ?i + e > n , 
8C«a [a+6-fi] secondo uno [a + 6 + c-2n]. Sicché tre elementi [a], [b] , [e] 

concorrono in uno (a + b h e - 2n] . quando a -f b + e > 2n. 

In generale s' induce che : / p elementi [a,] , [a^] , • . . [a^l concorrono in 

tino [a, + «1 + 33+ .., + ap — (p- l)n], quando a, + a, + • . +a^> (p- 1)n. 
Si ha , p. e. , che p S,,.| co7icorro/io in uno S^„p. 

16. Supponiamo che [a,| ed [a^l , invece che in un !««] = [a, + ci^ - n] , si 

seghino secondo uno i^7|t -f<i||. allora [a,] , [a^] ed [//j| » se a, -h a, + a, + d, > 2n, 
concorrono in uno (a, + a, 4- a, + (/, -'2n) = [a|j3 +• dj. Alla sua volta [a^] po- 
trebbe segare [a,, + dj secondo uno jn^, f-d, H-d, |, ed allora [a,], [a,], Ifig] 
ci [aJ concorreranno in uno ['u3v -h d, + d^l, dove ^1,234 = 0, 4-0^ + a, + 04 ; 
potranno anche concorrere in uno [^im + cf, + d, -1- d,]. Ingenerale i p elementi 
[a,] , laj , . . . [fltp] potranno concorrere in uno Iq] , dove 



q-ìoi-^-^i d^ - (p - I) n , 



ed alcuni d^ tulli possono anmillarii. 
il. Il seguente principio ò evidente : 
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Due elementi che si appartengono segano un terzo in due elementi che anche 
si appartengono. 

Ne segue che se [a,] , 1^?^] , . . . , ['»pj sono p elementi , i quali a le a k 

(*? < /i < p — 1) sì ttf i ... ^ — se»!hino dove i,L . ., wi sono fc dei numeri 1,2,3,.../), 
iillora segandoli con uno [s] vi si ottengono p elementi [a|-}-s-?i] » [/j-l-s-w]. ... 
['/,,+s-70» * Q"**^*' *^ ^' ^ ^ ^* (Gf/.-.m + '^ " ^0 - sfgano ; beninteso che potranno 
anche non segarsi quando 

"i/ . • m -*^ «- »kO. 

18. o) Diremo che uno S^ di un dato S,, soddisfa a certe condizinnU quando, 
assegnato nello stesso S^ uno S^ . lo S^ invece di trovarsi rispetto a questo S^ 

nella posizione più generalo, si trova in una particolare. Cioè se ?i>a+6+ l 
l;i posizione generalo è che S^ ed S^ sieno indipendenti (n** 9) ; se iKa-^-b + i, 
la posizione generale è che S^ ed S^ si (a + ò — n) - seghino (n** 11): nel primo 
caso quando S„ ed S^ si r— segano, nel secondo caso quando si (a-|-ò-n+A;)-sc- 
gano, diremo che S„ ed S^ soddisfano a certe condizioni. E precisamente diremo, 
che &a soddisfa a quelle condizioni quando si pensi lo S^ come dato (Asso) e lo 
Sfl comò variabile in una serie di infiniti S^ dello S„ ; diremo che S^ soddisfa a 
quelle condizioni nel caso inverso. 

18. b) Riterremo come la più semplice delle condizioni a cui possa soddisfare 
uno Sg , che giaccia in uno S^ , quella di appoggiarsi in un punto solo ad uno 
[u-a-l]. Diremo allora che esso e soggetto ad una condizione cleme/i/are, ov- 
vero ad una sola condizione. 

i9. D'accordo con questa locuzione adotteremo quest'altre. 

Uno< l'I — Il soddisfa ad una sola condizione, quando passa per un punto dato; 
ed un punto soddisfa ad una condizione, quan lo giace in uno [a~1I dato. 

Uno [a- il soddisfa a h condizionii quando deve passare per k punti dati , 
ovvero, ciò che vale lo stesso, per il (/e- 1] detcrminato da quei punti. 

Un punto soddisfa a k condizioni, quando giace in A: assegnati [a — 1] , cioè 
nello [ti- li] comune a quegli [ri- I]. 

Viceversa un [fc-ll soddisfa a k condizioni se deve giacere in un dato [a— 1]. 

Uno [fi - kì soddisfa a k condizioni se deve passare per un punto. 

§ III. Del Prinoipio di Dualità. 

«0. Mettiamo a fronte gli enunciati de* numeri 8 e 15, trascrivendoli a questo 
modo : 

In [il] i +1 [01 , non appartenenti ad | In In] i 4- 1 [a- li, clie non concorrono 
un medesimo Ir), con r<i^ individuano, in un medesimo b'\ , con r > 7i - i - 1 , 
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quando i<n uno (i), che contiene infi- 
niti altri [0] e contiene tutti i [k] con 
k<i che questi determinano a Aj -i- 1 a 
k-\- 1. 

Lo stesso IO è detcrminato da i f- 1 
altri suoi [0] arbitrari. Ecc. 



individuano quando i<n, uno tn-i— 11, 
pel quale passano infiniti [n-\] , e tutti 
gli [a — & — 1] con k>iy che questi de- 
terminano aft-flafc + l. 

Lo stesso [yi-i-l] è determinato da 
i + l altri suoi [n - \] arbitrari. Ecc. 



Come si vede si passa dall'enunciato a sinistra a quello a destra, o viceversa, 
sostituendo a un numero qualunque t che indichi la specie di un elemento il nu- 
mero n — (- 1 complementare di t rispetto ad n- 1, ed interpretando convenien- 
temente nei due casi , mercè delle definizioni poste innanzi, le parole appartenere, 
determinare, ecc. 

In altri termini lo [n - 1] di S„ è alla sua volta lo [0] di un altro S'„ , il 
cui (n- 1] è lo [0] (li S„. 

In ogni altro enunciato riguardante gli elementi di [n] . e che derivi unica- 
mente dai postulati su esposti, si potrà fare il medesimo scambio nei numeri in- 
dicanti le specie degli elementi, e si otterrà un altro enunciato, che diremo cor- 
relativo o duale del primo. E diremo che : 

Per gli elementi apparlenenli ad un dato elemento di specie finita esiste la 
legge di dualità. 

§ IV. Del Proiettare e Segare. 

21. Una figura composta di un numero finito o infinito di elementi (punti, rette, 
piani, ecc., [/]), è immersa in [?i], ovvero apparatene ad [n], quando è contenuta 
in [ni ma non già in un Ih] con A; < n. 

Sia data una figura F contenuta in in] ed uno elemento [al = 0. Si costrui- 
scano gli [a + 1] , [a + 2] , [a + 3] , ecc. , [a +t + ti , che uniscono coi punti , 
colle rette, coi piani, ecc., cogli [i] della F. Avremo allora proiettala la F da 0. 

Chiameremo elemento centrale ovvero centro della proiezione. Se = [0] 
chiamasi sempre centro di proiezione ; se = [IJ chiamasi asse di proiezione. La 
F dicesi figura obbiettiva. Gii elementi determinati da e dagli elementi di F 
diconsi proiettanti, e il loro insieme figura proiettante. 

Evidentemente non tutti gli elementi di F dan luogo a proiezione da 0, ma 
solamente quelli pei quali è a+i+ì<n^ cioè i<n— a— l. P. e. se O=[0], tutti gli 
elementi di F determinano elementi proiettanti salvo gli [n— 1], i quali non for- 
niscono che lo spazio fondamentale [ni. 

Se ha una posizione particolare verso alcuni degli elementi di F , p. e. 
r — seghi T^ , allora non determina con T^ uno [a+6-i-l] , ma uno [a+ò-r] pro- 
iettante. Questo [a+6-rl proletta anche tutti i lò-Il, i [6-2J,..., i l6-r-l] di T^. 

Se contiene un elemento di F, p. e. U^ (s<a), allora il relativo elemento 
proiettante è indeterminato. 

Sieao 0| , Ot » .** » 0^ i O^^i , a -h 1 punti arbitrari di 0. Se da 0| si proietta 
TOL. zxxi, 2 
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F e poi la flgura proiettante 0,F cosi ottenuta si proietti da 0). la figura O^OiP 
da O3, e così di seguito, sinché si perviene alla flgura proiettante O^+fia- O^OiF, 
questa non è che la OF. La OP può cosi ottenersi mediante successive proiezioni 
arbitrarie Hittc ordinatamente da a + 1 punti indipendenti di 0. La proiezione da 
è stata scomposta in a + 1 proiezioni successive. Onde talora invece di dire si 
proietti la F da [a] diremo si proietti da a+i centri indipendenti 0, ,0^,.. .,0^+1- 
Analogamente la proiezione da può scomporsi in l altre Tatto dagli elementi 
centrali [i\] , [r,] , ... , [rj , dove gli [?] sono contenuti in e indipendenti e 

22. L'operazione fondamentale correlativa della proiezione è la sezione. 

Data F ed un [6] = ii, si costruiscano i [6 - 1] , [6 - 2] , ... , [6 - 1] comuni ad 
tì. ed agli [n - 1] , [n — 2] , .•. , [n - ti di F. Avremo allora segata la F con a. Gli 
elementi [6 — 1] , 16 — 2] , . . verran detti traece degli [?i - 1] , [n - 2] sopra il. 

Evidentemente i soli elementi di F che danno luogo a tracce sono quelli pei 

quali è i<6; cosi gli [a — 6] di F han per tracce dei punti. 

Con un procedimento dualistico a quello tenuto nel numero precedente pos- 
siamo esaminare le eccezioni che si presentano quando n ha rispetto ad F una 
particolar posizione ; e possiamo scomporre la sezione fatta con u in più altre fatte 
con elementi passanti per ii, p. e., in n-b sezioni fatte con n — 6 In—ì]. 
uscenti da £i. 

Si proietti la F da = [a], e poi si seghi la flgura proiettante OF con uno 
A = [n-a-l] indipendente con 0. Si otterranno cosi in u tanti punti, rette, 
piani, ..., [/] quanti sono i punti, le rette, i piani, gli [i], di F, ad uno ad una 
corrispondenti agli elementi di F , e formanti una nuova flgura F' , che dicesi la 
proiezione di F suirelemento u. In tal caso la F dicesi flgura obbiellivay ed F 
ed F' diconsi prospellive. 

È chiaro che, perchè una flgura F possa da un [a] proiettarsi sopra un [b], 6 
necessario e sufliciente che sia a + 6 = n — 1 , cioè [a] , [b] sieno duali ed inoltre 
sieno indipendenti. 

Due elementi corrispondenti di F e F' p. e. [r] ed [rY giacciono in un me- 
desimo [a-fr+ Il f essi dunque si tagliano, quando 



2r-o-r-! = f-a-1^0, 

In uno [r — a- 1]. 

P. e. se O = [0], gli [r] corrispondenti si tagliano in un [r-l]. 
Se la F è immersa in uno [e] , gli elementi corrispondenti di F ed F' si ta- 
glialo sopra lo [c-a-l] comune a [ci ed allo tn-a- l] di P'. 

P. e. se Os[0] ed F è immersa in uno [n-1], le rette, i piani, eoe. corri* 
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spondenti di F ed F' si tagliano in punti, in rette, ecc. di uno stesso in-2] co- 
mune agli [n— I] di F ed F'. 

La proiezione di F da sopra il può anche scomporsi in a + 1 proiezioni 
fatte da a+ 1 centri arbitrariamente scelti in sopra a+l arbitrari [n-1] pas 
santi per £i. 

§ V. Dei poligoni a più dimensioni. 

23. Abbiasi un gruppo di r punti l,2,...,r immerso in un [n], sicché r'^n + 1. 
Essi determinano a due a due (2) ^^^^^f ^ ^^^ ^ ^^^ (3) pi^ni ecc:, a ft a /e 

\k) ['^'~ *1 » ^^^> e ad n ad H ([j \n - I]. 

L'intera Ogura cosi formata si chiamerà un r-gono completo ad n dimen- 
sioni con un nome generico poligono^ piramide. 

Sieno t, , t's , ••. , i]t k qualunque dei numeri t , 2 . . . . r. Indicheremo con 
ù ^t • • • h ^' [^'^ n determinato dai punti relativi. Sicché le rette dellY-gono 
sono 12 , 13 , 14 , ..., 23 , 24 , ... ,tf t, , ... ; i piani sono 123, 124, ... , 234,..., 

Uno [li] ed un [k] dell'r - gono (h < k) si appartengono , quando gli h+ ì 
numeri del simbolo di [k] entrano a formare il simbolo di [fi]- Perciò quest'ul- 
timo si compone del simbolo di [h] e di altri k-h numeri arbitrarli fra gli 
1 , 2 , ... , r, ma diversi dai numeri di Ut]. 

Ne risulta che : 
In un [k] deU'r-gono giacciono {h^ij [^»h ^ P^^ '^^^ W passano ( ^^ij" j 

[k] de/fr-gono. 
Per ciascun punto passano (r — 1) rette . ( 2 ) P*^"'> ••• i ( ft ) [*]> ®cc. 

Per ciascuna retta passano (r-2) piani, ( 2 ) l^l » ••• > (fc-l) V^^'^ ^^^• 



Per ciascuno [h] passano (r-/i— 1) [/i+l], l 2 j l^+^l » •• » 
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Per ciascuno [n-2] passano (r-n+ 1) |a- I]. 

Ogni retta contiene 2 punti ; 

Ogni piano contiene 3 punti e 3 rette ; 

Ogni [3J contiene 4 punti , 6 rette e 4 piani ; 



Ogni [A:] contiene (fc+i) punti, ('2 ) ^^^^^* V 3 ) P'**^"* > • • • t 

Ogni (n-I) contiene n punti, fjjj [t- I], n [n-2]. 

24, Il più semplice r-gono, ad n dimensioni è lo (u-hl)-gono, che si 
chiamerà anche piramide normale dello [n]. Sicché un r — gono immerso in un 
[r — IJ sarà normale. Esso possie'le r punti (vertici) 1 , 2 , 3 , ... , i, , i, , ... r ; 

( j rette (lati) , 12 , '3 , ... , t, f, « «« ^s » ••• ; (3) pi»"» (facce) 123 , 124 , ... , 
<i <i 's , • • • ; (&) [fc-n ecc. (r-l) =^ D'-2]; (^I^) = (2) l'''^] ; ... ; (^I^) 
= fn[r^.fc-1]. 



Indichiamo con l',2',3',...,i',...,r' le combinazioni de' numeri !,2,3,...,i,...,r 
ad r-l ad r-1, e precisamente con i\ quella ottenuta escludendo il numero i, 
e con le combinazioni degli 1', 2', 3', . . . , r' a A; a A; la combinazione degli n - k 
numeri comuni agli indici della combinazione suddetta. 

Allora potremo indicare con 1', 2', 3', ... ,r' gli [r-2] della piramide, con 
1' 2' , 1' 3' , ... , 1/ V 5 ••• ' suoi r - 3] ecc. ecc :. Chiameremo opposti due ele- 
menti della piramide quando essi sMndicano con la stessa combinazione di numeri 
per Tuno accentati e per l'altro no. Allora la notazione stessa ci porge i seguenti 
enunciati. 

Ogni elemento di una piramide normale ammette un elemento opposto. 

All'elemento determinato da k vertici deii' r-gono normale si oppone quello 
in cui concorrono gli [r — 2] opposti a quei vertici. 

Le coppie dei [k] ed [r-k-2J opposti sono (^^1 )• 

In un elemento determinato da k vergici concorrono tutti gli [r - 2) opposti 
ai rimanenti r - k vertici^ ed essi soli. 

Oli elementi contenuti in un [k] costituiscono un (k+l)-gono normale ^ i 
loro opposti concorrono neU'[r — k — 2] opposto. 

Possiamo indicare gli (r-l) -goni normali contenuti negli [r-2] dellV— gono 
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cogli stessi simboli 1\2', 3',.. r'. Due (r--l)-goni p. e. 1' , 2' si tagliano nel- 
r(r-2)-gono 1' 2' immeiso nello [r-3] 1' 2' nel senso che questo [r-3] appartiene 
ad 1' e 2' e che li sega nello stesso (r~2)— gono i'2'. In generale con una com- 
binazione qualunque dei simboli 1' , 2', ... ,r' s'indicherà la piramide normale con- 
tenuta nello spazio corrispondente. 

Analogamente coi numeri 1 ,2, ... ,r possiamo indicare oltre ai vertici anche 
rinsìeme degli elementi concorrenti nei vertici (piramide normale in uno spazio 
stellare); e cosi colle combinazioni dei medesimi numeri le piramidi stellari che 
hanno per sostegni Felcmento corrispondente. 

Evidentemente se fossimo partiti dal gruppo degli r [r-2] o l',2',3', ... ,r' di 
[r-lj, studiando le loro intersezioni a due a due, a tre a tre, ecc: ad r-\ ad 
r-1 , avremmo ottenuta la medesima configurazione. Cioè : 

La piramide normale è con*eIaUva di sé slessa. 

Per r=3, 4, 5, si hanno i più semplici esempi di piramidi normali. 

Per r=3 si ha il triangolo sempre contenuto nel piano, che possiede tre 
Tcrtici ìy 9, 3 e tre lati rispettivamente opposti 23 = 1' , 31 =2' , 12 = 3'. 

Per r = 4 si ha il tetraedro di S, , che possiede quattro vertici 1,2,3,4, 
quattro facce rispettivamente opposte 234 s 1' , 341 == 2' , 4!2 = 3' , 123 s4', e 
sei spijjoli formanti tre coppie di spigoli opposti 12 = 3' 4', 1' 2'= 34 ; 13 = 2' 4', 
r3' = 24; 14 = 2'3', 1'4' = 23. Allo spigolo determinato da due vertici si oppone 
quello comune alle due facce opposte , e vi concorrono le facce opposte ai due 
vertici esclusi. A tre spigoli concorrenti in un punto sono opposti tre spigoli for- 
manti triangolo. 

Per r = 5 si ha il pentagono normale in [4] , che possiede cinque vertici I , 
2,3,4,5 e cinque 13] rispettivamente opposti l' = 2345 , 2' = 1345 , 3' = 1245 , 
4'=1235,5'=1234; dieci lati 12,13.14, 15,23,24,25,34,35,45 e dieci facce 
opposte r2' = 345 ecc:- I vertici, i lati e le facce contenuti in un [3] formano 
un tetraedro ; i vertici ed i Iati contenuti in una faccia formano un triangolo. Per 
un lato passano tre facce e in una faccia giacciono tre Iati. 

25. Tenendo conto dei numeri 21 e 22, si ha che: 

La sezione di uno r - gono normale fatta da un suo [k] è un (^ 4- 1) — gono 
normale; proiettando un r— gono normale da un suo [r — ;t — 2] sopra un [k] 
arbitrario si ottiene un (A; + 1) — gono normale. 

Viceversa quando è dato in [A] un (/e + 1) ~ gono normale basta prendere in 
[r-1] altri r — A-1 punti, e questi insieme con i vertici del (;t + l)-gono de- 
terminano un r - gono di cui quello è proiezione o sezione. Cioè : 

Gli r — goni normali sono prolezioni o sezioni gli uni degli altri. 

Segando Tr-^gono normale con un [k] qualunque si ha un r — edro e pro- 
iettandolo da un [r — ft — 21 su [k] si ha un r-gono. 

P. e. segando un tetraedro con un piano , e proiettandolo da un punto sul 
piano si ha un quadrilatero , e un quadrangolo completo. Operando egualmente 
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sul pentaedro normale si hanno il pentalatcro e il pentagono nel piano il pen- 
taedro ed il pentagono nello spazio. 

Reciprocamente sia in [n] uno r-gono non normale, e quindi r>nf1. Preso 
fuori di [n] uno [r-w-2J = , che determina con [n] uno [r- I], si congìun- 
gano con i vertici l,2,..,r deir r - gono mediante altrettanti [r — n~J], 
B| , B, 9 Ba ... , B,. . e si pongano r punti A| , Àj » ... A^ uno in ciascun B, in modo 
però che non giacciano in uno [r-k] con k> \. Evidentemente se B^ passa per 
i, ed A^ giace in B<, Tr-gono dato è prolezione da su [n] dcUV-gono nor- 
male A| Aj • . . A,.. 
Sicché : 

Ogni r — gono è proiezione di un r - gono normale, 
E correlativamente 

Ogni r-edro è 8ezio7ic di un r — gono normale. 

Consideriamo un r — gono H in [n] come proiezione di uno normale A, e 
indichiamo gli elementi corrispondenti cogli stessi numeri. Evidentcment'5 non 
tutti gli elementi di A si possono proiettare in elementi di R, ma solamente quelli 

di specie < n- 1, di talché non tutti gli elementi di R ammettono un opposto, 

= r-l 
ma solo quelli, se ve n'hanno, di specie >-t~; due elementi opposti, quando 

vi sono, conterranno nei loro indici tutti i numeri 1, 2, ... ,f senza ripetizioni. 

Le piramidi normali contenute nei [k] di A si proiettano per fc< n— I in pi- 
ramidi normali contenute negli elementi di R; per A; = n nelle piramidi normali 
formate coi vertici di R ad n+ì ad n+l ; per k>n nei (A;-i-l)-goni completi dei 
detti vertici a Z^+l a k^ì. Ogni elemento di R ammette cosi un poligono opposto 
formato coi vertici esterni a quello elemento. In particolare ai vertici di R sono 
opposti degli (r — l)-goni completi, proiezioni degli (r — 1)-goni normali di A. 
e li potremo indicare coi numeri r , 2' , 3' , ... , r'. Allo stesso modo come in A 
Ogni poligono normale o non appartenente ad lì può indicarsi con una combina- 
zione degli indici l',2',...,r\ essendo ^li elementi d^l poligono comune agli 
(r-1) — goni dei numeri ch'entrano in detta combinazione. Due poligoni opposti 
s'indicheranno con una medesima combinazione di numeri accentati per l'uno e 
per laltro non. 

P. e. in un quadrangolo piano completo i lati sono opposti due a due , ai 
vertici sono opposti i triangoli formati dai rimanenti tre vertici. Indicando con 
r , 2' , 3' , 4' questi trianjroli , i lati potranno in»iicarsi con l'2', l' 3' , i'4', 
2' 3' , 2' 4' , 3' 4', essendo il lato t' 2' comune ai triangoli 1' e 2' ed opposto al 
lato 12^ 3' 4'. Il vertice 1 p. e. s'indicherà anche con 2' 3' 4' poiché è comune 
ai triangoli 2'-. 3' , 4'. 

Ai vertici ed ai lati di un pentagono piano completo sono opposti quadran- 
goli completi e triangoli. Indicando con T, 2' , 3', 4' , 5', i quadrangoli, le com- 
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binazioni binarie, ternarie, quaternarie di questi numeri indicheranno rispettiva'^ 
mente i triangoli, i lati, i vertici del pentagono. 

Osservazioni correlative si possono fare sugli r — edri di [n]. 

5 VI. Delie configurazioni. 

26. Si scialli un r— gono completo R di [n] con uno [a] arbitrario di [n]. Questo 
sega gli [n-sj in punti, gli [n-s + 11 in rette, e cosi di seguito, finalmente 
(s-l)-sega gli [u-1]. Sicché la sezione si compone di tanti punti, rette, 
piani, ccc: , quanti [n-f] , (a-s-i-^l . [n — 8-1-2], ecc: . [u— lJ sono contenuti 

neirr — gono. Si compone cioè (ponendo n — s = c) dì (c+l) punti, L^2) ^^^' 

te, fc+s) P'^"*» ^^^- (c+fc) f'^"" '1' ®^^' (n) 1^^"" ^^ ^^ figura cosi ottenuta la 

chiameremo configurazione (n , r) ad s dimensioni , e la indicheremo con 0/. 
Indicheremo ì suoi elementi coi medesimi simboli degli elementi dell r — gono , 
dei quali sono rispeltivamente le sezioni. Cosi i suoi punti saranno i, i, . . . t^^, , 
le sue rette vV-ic+i» ccc: i suoi lfc]^'«--Wk+i ^^^- * suoi [s-Zi] iVf'^*i-A+« ®cc: 
i suoi [s- ij i\ ?, . . . V 

In un [k] hùh''*''e+\+ì ^^''^ ^'g* giacciono tutti gli [h] (h<k) i cui simboli 
si compongono dei medesimi numeri combinati a c-h/t+l a c+/i+1 Vi giacciono 

cioè (g^/i^jj [II]. P. e. sopra una retta vi sono c + 2 punti, sopra un piano 

l 2 ) ecc: sopra un [*] ( ^ I, m uno fs-1] giacciono U^. j) = ls_j) 

punti. 

Per un [h] passano tutti i [A;] i cui simboli contengono il simbolo di [k] , 

cioè f '^icli^ ) W- P' ®' V^^ un punto passano r— c-1 rette, ( 2 ) P'^i"^ » 

('•T')").Cr-i ')[-'). 

In ciascuna delle r— c-1 rette della cfg: che escono dal punto P^£,i2...fg^., 
giacciono altri c+1 punti oltre P. Prendendo un punto sopra ciascuna retta, pos- 
siamo formare c+l (r-c-l)— goni che non abbiano vertici comuni. Uno di questi 
(r— e— I)— goni è formato co* punti i cui simboli hatino e numeri comuni. 

Reciprocamente dico che se si prendono comunque in [s] r-c^i retta R con- 
correnti in un punto P c+I (r-c-l)-goni l cui vertici giacciono sulle rette ri- 
spettivamente, una tal figura fa parte e determina in [s] una cfg : eh* è seziono 
di un r- gono di [nj. 

Infatti, indichiamo come precedentemifhte il punto P col simbolo iii%^$^*it^%9 
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le r — e - ! rette R coi simboli 

R'' = i^ 1, . . . 1^+1 'c+i » R'" ^ h »« • • • Wf ^'cf 8 » ccc : 
Rt»--^) = i, ?, . . . ?^, i^ ; 

i vertici del primo (r - e - 1) - gono 6| con t, i8--^*c+i Vt » *« «s- *c4.f ^'««-s , eco : , 
ù^s • • • 'c+iV ® cosi i vertici del h^^ (r - e — ]) - gono G* coi medesimi simboli 
delle R toltone l'indice 7\. Pel punto P conduciamo un [c]^N arbitrario, ed in 
questo fissiamo a volontà e + 1 punti i, , i, , ?8 i • • • » h > ^c4-i- 

Questi a e a e determinano c+l [e— 1] = H, , H^ , Hj, . . ,!!<.+, ♦ i quali cor- 
rispondono uno ad uno ai punti di una retta R, p. e. della R^'^ = ',«V3 — ViVi 
quando ad Hy si riferisca il punto di R^'s dal cui simbolo è escluso ly. Gii H con- 
giunti coi loro punti corris|)ondenti di R^'^ danno e + 1 [c]^K, , Rj , ... , Kg^,. 

La R^'> insieme coi punti i, ,?,... ?g , i^^^ cioè insieme con N determina 
uno [c + 1], poiché R^'^ ed N s'incontrano nel punto P, nel quale [c+l] giac- 
ciono gli spazi R. Dunque i R concorreranno in un punto i^^^. Ripetendo la me- 
desima operazione con tutte le rette R, otterremo in tutto, r — e — 1 punti che in- 
sieme con i punti 2\ , t^ , ... , 1^+% scelti ad arbitrio individuano nello [n]^[s]N 
((8) ed N hanno P in comune) un r-gono completo del quale è evidentemente 
sezione la nostra cfg : . 

Per formare i simboli del punto P e delle R sono stati adoperati tutti i nu- 
meri 1 , 2 , ... , r , talché il simbolo di un altro punto della cfg conterrà alcuni 
dei numeri del simbolo di P ed altri esclusi, p. e. come nel punto 

Q ^ ^a *a+« • • • h+\ ^c+t 'c+8 • • • ^c+o- 

Nei primi a — 1 poligoni G gli a — 1 vertici 

V| If 13.., ig^i l^^j , l2 ?3 . . . l^+i *c^-8 ì • • ' 9 hh • • • *c+i h-^-a 

▼t ?| tj . . . Ig+j lg^2 > t| 1*8 - . . l'c-l-i *c+8 > • • • » *| ^8 • ' • 'c+l Wo 



determinano a- I [a -2] omologhi I quali giacciono nello [«-!] determinato dalle 
rette R" , R'" . ... , R(°) concorrenti in P, e quindi essi concorrono in un punto, 
che come deriva dalla notazione sarà precisamente Q. E quindi ogni altro punto 
della cfg. è determinato. Riassumendo :• 
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Quando in [s] si hanno t p— goni i cui verlici omologhi sono allineali sopra 
p rellc concorrenti in un punto P, posto c = t — 1 , r = p-t , n = c + s i punti 
d'inlersezione dei loro lati omologhi a due a due, delle facce omologhe a Ire a 
tre, ecc. dei [s - 1] omologhi ad s ad s , formano insieme coi vertici e con P 
una cfg.j eh' è sezione d*un r-gono di [n]. 

§ VII. Definizione deiromografla e della reciprocità. 

^1 . Dati in due spazi A^.i e B^.i due gruppi generali di n f I punii a',a",...a^*+*^ 
b' , b'' , . . . b^*^*^ si possono sempre dedurre ambedue mediante un numero /l- 
nilo di proiezioni e sezioni da un terzo gruppo e', e", ... c**^* immerso in Cu.,. 

Infatti, supporremo che la coppia A^., , B^i.i nella quale giacciono ì gruppi 
dati sia immersa in uno [2(n— !)], poiché se stesse in uno elemento di maggiore 
minore specie, si potrebbe sempre con una proiezione ed una sezione riferire 
Aji-f p« 6: ad un altro elemento, che si trovi* con B^.^ nella posizione voluta. 

In tali ipotesi, sì conduca per a' e per 6' uno S'„_| arbitrario , nel quale si 
scelgano comunque due [n-2] A^.^jB^j.,. Proiettando da A,»., i punti a",a'",...a<*^*) 
si otterranno 

sv. , S'Vt , . . . , s(«^Vi 

e proiettando da B^.^ ì pu"^' 

6" , 6'" , . . . , 6^»+*) 
si otterranno 

R".-. , R'Vi , . . . > R^^^'^n- 

i quali segano i precedenti rispettivamente nei punti 

fjf pili p\V /.«i-l 

questi n punti determinano C,|.( , ed insieme col punto c'^C,|.| S'^.i costitui- 
scono il gruppo desiderato dal quale i due dati si deducono mediante proiezioni 
e sezioni. 

Le medesime operazioni colle quali siamo passati dal gruppo a',a", • . , a*""^*) 
di A|j.| al gruppo 6' , 6" , ... , 6^**"*"'^ di B^., , ci condurrebbero da un punto qua- 
lunque di Af^.i ad un determinato punto di Bf^.| , e viceversa ; sicché assegnati 
i due gruppi di n-(- 1 punti corrispondenti, ad ogni punto di A^., o di B»., cor- 
risponde uno ed un solo punto di B^^.i o di A^.!, Questa corrispondenza dicesi 
omografia. 

VOL XXXI. 3 
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Un'omografia tra due spazi ad n-1 ditncnsioni è delerminala, quando sono 
assegnale n + I coppie di punii corrispondenli. 

28. Sieno dati in A„., n-f I punti a' , a" ,..., a^'*^*\ ed in B„_, n + 1 [n -2] 
p' , f", . . . , ^'*^*^ e stieno A,,^, e B^_, come procedentemente in uno [2(7i-1)]. 
Si ponga a'^' = z„^^. Da a' si proicllino ?" , P'" , ... , P^'*"'*^ mediante gli [n - ì] 
T" • T'" » • • • » T^'"^'^- i>a P' si proiettino a" , a'" , . . . , a^'^+^J mediante gli [u - 1] 
S",5"',...,Ò(«-^<). Cliiamando e" , c'",...,c^''+«> i punti Y"S",Y"6"',...,f »V^6^"+^ 
questi determinano uno C^., , che incontra tc„.| in un punto e'. Passando pel 
gruppo e', e", ...,c^""^*^ di C^., si può con un numero fmito di proiezioni e se- 
zioni del gruppo a', a", ... , a^**^'^ giungere al gruppo f' , p', ... , ^^''^'^ Dunque: 

Bali in due spazi k^^^ e B,,_, due gruppi generali C uno di n i- \ punti 
Vallro di n 4-1 [n-2] sì possono sempre dedurre ambedue mediante un numero 
finito di proiezioni e sezioni da un terzo gruppo di punti immerso in uno On_,. 

Le medesime operazioni colle quali siamo passati dal gruppo a',a", ...,a(""*''^ 

al gruppo f' , P" p^"^^^ ci contlurrcbbero da un punto qualunquft di A„_, ad 

un determinato [n — 2] di B„_, e viceversa. Sicché i punti di A^., e gli [n - 2] 
di J^n-i si corrispondono univocamente senza eccezioni. Questa corrispondenza di- 
cesi una reciprocità. 

Una reciprocità fra due spozi ad n-1 dimensioni è determinata quando si 
assegnino n + 1 coppie di punti ed [n - 9] corrispondenti. 

§ Vili. Coordinate. 

. 29. Assumiamo in [n] una piramide normale T di vertici 1, 5, 3 ...,n, n-fl, 
che diremo fondamentale ed i suoi clementi fondamenlali : fissiamo ancora un 
altro punto H che chiameremo punto unità per ragioni che appariranno in se- 
guito. 

Un punto qualunque P di |7i] è proiettato dagli ( 2 ) ['^'-2] di T secondo 

( 2 ) ^n-<' ^*^ ciascuno [n-2] escono inoltre due [n-1] di T e lo [n-l]^n-2]H , 

e questi tre insieme con lo S„_, = [n-2]P danno un gruppo anarmonico che deter- 
mina la posizione dì S^.i- Sicché .lato P è detcrminato un gruppo anarmonico uscenlo 
da ciascuno [n-2] di T e viceversa dati 71 di questi gruppi anarmonici, opportu 

namente scelti, è individuato P e per conseguenza i rimanenti f 2 )'■**=* (2) 

gruppi anarraonici. P. e. sia i'/c' uno qualunque degli [n-21 di T; se P 6 dato, 
è dato anche il gruppo i' li' {i h H P). 
Inoltro è noto che : 

i'fc'(aHP).&'r(fciiiP)a'i'(HHP) = i 
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(si può vederlo segando col piano ihl q riferendosi ad una nota proprietà del 
triangolo). Sicché se poniamo 

i' &' (ìAjHP) = ^ , k^'(k IHP) = ^ 
Xk (Ci 

sarà 

l'i'(tiHP) = J; 

e quindi dati gli n gruppi anarmonici 

00\ x^ x^ a?n 

^fl+« ^n+i ®/i+1 ^a+l 

tutti gli altri ( 2 ) saranno forniti dai loro quozienti a due a due. Dunque : 

Dato il punto P so?io dati i rapporli dei nnmcri x, , x, > x, , . . , x,^ , x^^^ , 
od assegnati questi numeri è individuato P. 

I numeri a?, , oc, , ... , flc,, , aj^^., saranno chiamati le coordinate di P. Esse 
ne determinano la posizione non già coi loro valori assoluti ma coi valori pro- 
porzionali , vale a dire die se si moltiplicano tutte le coordinate di P per un 
fattore arbitrario h la sua posizione non cambia. 

Le coordinate del punto fondamentulc i sono evidentemente tutte nulle salvo 
la i«» che potrà ritenersi =^ 1. Le coordinate di H sono tutte uguali fra loro, e 
se vogliamo tutte = 1 . 

30. Supponiamo di aver dimo^rato che in uno [n-\] assunto un sistema di 

n 

coordinate di punti Tequazione di uno [/i-2] sia laia?, = 0, e le equazioni di una 

omografia tra i punti dello stesso [/i- IJ sieno fsc, = Z aif^x^ (i , fc= 1 , 2 , .., , n) ; 

dico che in \n] le equazioni dello [m - 1] e dell' omografìa assumeranno lo forme 
analoghe. 

Infatti dato un [•»-!]= u in f7i] se proiettiamo i suoi punti da due vertici 

1 e 2 della piramide fondamentale T otterremo due stelle ad 7i — I dimensioni 
prospettive, l'equazione che esprime questa proprietà sarà l'equazione di it. 

Da un punto PI^Tj ,052 jflc^ , .., ^n , 05,44.,) ^i ^ proiettato da ! e da 2 si ri- 
cavano due raggi corrispondenti delle due stellC: le cui coordinate nelle due stelle, 
quando si prendono come elementi fonJamentali le rette di T uscenti da 1 da 

2 ordinatamente, e come rette unità le 1H,2H, sono rispettivamente 

^a ♦ 353 , . . . , (Crt , 05^+i \ ^1 5 ^3 > • • • » «'^n » «^n+i* 
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Scrìveremo le relazioni della omografia fra queste coordinate nel modo se- 
guente : 

«+i ^ 114-» 

paD4= 2 atiXi (l) ; px^^ Z a^^x^ (2) (&=3,4, ... ,n4-l) 

Allo spazio a;^ = (ft = 3 , 4 , . . . , n . 7i + 1) della prima stella dovrà corri- 
spondere Io spazio x^^(S della seconda, perciò le (2) dovranno essere soddisfatte 

per asfc = identicamente, cioè gli «^ dove i = fc sono nulli , e le (2) si scrive- 
ranno 

dalle quali si ricava cbe le a^^ sono tutte uguali fra loro ed uguali a p. Sostituito 
questo valore di p nella (1) e cambiati i nomi dei coefficienti essa potrà scriversi 

2 a<Xi=0, (3) 

eh' è Tequazione di ic. 

La (3) è la più generale equazione lineare omogenea fra n -f 1 variabili , e 
perciò» fatto il ragionamento inverso, diremo che 

Ogni equazione lineare omogenea fra n -f 1 variabili rappresenta uno 
[n - 1] di [lì]. 

Se ic passa pel vertice ì di T nella sua equazione manca il termine in x^. 

31. Se consideriamo lo [n-1] come elemento generatore di \n], stabiliremo 
le coordinale dello [n— 1] col processo correlativo a quello precedente. 

Assunta una piramide normale T di n + ì [n-1] I' , 2' , . . . , 7i' ^ (n + l)' i 
cui vertici sono 1 , 2 , ... , n , n -f 1 ; assunto uno [n-1] unità che indicheremo 
con h; uno [n — 1] qualunque p di [n] determina sopra uno spigolo qualunque 
ik di T un punto, che insieme coi punti k ^i ,ik-hy determina un gruppo. Posto 

Ui 

ikii'h' hp)=:-^ i numeri u saranno le coordinate di p. Questa posizione va giù- 

Ujj 

stificata nel modo analogo a quello tenuto nel n^ 29. Le coordinate di h sono 
tutte uguali fra loro , e se vogliamo = ) : le coordinate di V sono tutte nulle 
salvo la t — ma, che può ritenersi =1. 

I ragionamenti correlativi a quelli del n® 30 ci permettono di stabilire l'equa- 
zione di un punto in coordinate di [n- 1] sotto la forma: 

S a^ Ui = 0. 

Useremo talvolta nel seguito di questi appunti chiamare le coordinate dei 
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punti di [n] coordinate punluali e quelle degli [a- 1] coordinate spaziali o tan- 
genziali. 

32. Si suppongano ora stabiliti in [n] due sistemi di coordinate uno pei punti 
e Taltro per gli [n — ì] ma riferiti alla medesima piramide fondamentale T, e Tuno 
ad un punto unità H, T altro ad uno [n- 1] unità h. Se nel primo sistema è 
laiXi=^0 l'equazione di uno [n-l] = p, quali saranno le sue coordinate nel se- 
condo sistema? 

Proiettiamo dagli [n-2] di T il punto H sugli spigoli rispettivamente opposti, 
ed indichiamo con H^j^ la proiezione sullo spigolo ik : denotiamo inoltre con h^j^ 
e Pfj^ le intersezioni di /i e di p collo stesso spigolo ih. 

Dei gruppi (1*^11^^/1^^) al numero di -^ — - solamente n sono indipendenti, 

in virtù di un noto teorema che dà nel piano ikl 

{ih H,fc h,f,) . (hi H,, ft,,) . (lì H,, hu) = - 1 ; 

perciò possiamo porre 

h 



(ttH,,A,,) = -^ (1) 



e mediante n + 1 valori proporzionali X si possono esprimere tutti gli ( c> ) 
rapporti anarmonìci {ihUi^hn^). 

Le coordinate del punto p^ sono fornite da 

i k'iikE p,,) = {ik Hrt nk) = ^ : (2) 

d*altra parte se ncircquazione di p facciamo nulle tutte le x salvo x^ ed x^ (con- 
dizioni alle quali debbono soddisfare le coordinate di e ascun punto dello spigolo 

di ih) avremo per le coordinate di p^^ a,- aj< + a^ a?^ = cioè — = — i donde : 

Xfc a^ 

(ifcn,ftp«) = -^. (3) 

Le coordinate spaziali di p sono defluite dalle 

ifc(i'&'ftp) = (/c</i,,p«)=JJi. (4) 

^k 

Moltiplicando membro a membro la (3) per la (4) si ricava 
(ikB^PiH)'(H^Pik^ik) = -^. 
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cioè eseguendo il prodotto al primo membro 

(iÀ:H,,M = -^; 
vale a dire paragonando con la (I) che 

e scrivendole per disteso 

tt, : Wj : «3 : . . . : w„ : i*„+i = X,a, : l^n^ : X^i, : ... : X„a„ : X«^, n„^, 

sono le relazioni cercate. 

Se per [n — IJ unità prendiamo lo f/i — 1] armonico del punto unità II, cioè 
quello che contiene i punti h^f^ coniugati armonici dei punti U^f^ rispetto allo coppie 
di vertici i e k della T, allora le X sono tutte uguali ad 1, e sì ha 

tt, : M, : w, : . . . : w„ : i/.„+, = a, : Oj : a, : . . . : a„ : a^^, . 

Perciò nel caso che i due sistemi di coordinale sono riferiti ad una medesima 
|)iramide fondamentale T e rispettivamente ad un punto unità ed uno [n— 1] unita 
armonici fra loro rispetto a T, l'equazione 

se vi si riguardano le a? come variabili e le u come cor^tunti, è quella di uno 
[u - I] le cui coordinate sono le u , e se vi si riguar.iano le u come variabili e 
le X come costanti, è Tequazione di un punto le cui coordinate sono le x. 

(continua) 
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INTORNO A LA VITA K LE OPERE 



n I 



GAETANO GIORGINI 



O B N N^ I 



DI 



GINO LORIA. 



Gaetano Giorgini nacque in Hontignoso (prov. di Lucca) il 15 Giugno 17 9S, 
da famiglia ricca e stimatissima che la Repubblica Lucchese aveva ascritta per 
le sue benemerenze tra quelle patrizie. In Lucca egli passò Tadolescenza alla corte 
della Principessa Elìsa nella qualità di paggio ed in compagnia di essa fu a Parigi. 
Qui anzi visse parecchi anni e con tanto profltto vi attese allo studio delle scienze 
esatte che nel 1812 consegui il primo premio di malemalica nnl concorso generale 
dei Licei di Parigi e poco dopo venne ammesso alla Scuola Politecnica primo per 
ordine di merito: fra coloro che gli disputarono questo onore si contava Michele 
Ghasles che al Nostro era e sino alla morte rimase attaccato da fraterno afTetto : 
due attestati (*) rilasciati nel Luglio del 1814 al Giorgini da Arago e Poisson di- 
mostrano come egli non si addormentasse su i conquistati allori. Non giova ri- 
cordare qui la parte importante che egli rappresentò in uno scontro che ebbe 
luogo a Parigi il 30 Marzo 1814, nh il rifiuto che egli oppose alle oiTt rte seducen- 
tìssime che gli vennero fatte per trattenerlo in Francia anche dopo lo sfacelo del 
primo impero. Importa invece rilevare che, ritornato in patria, egli non abbandonò 
le intraprese ricerche , i frutti delle quali gli valsero il posto di direttore delle 
acque, strade e macchie del Ducato di Lucca conferitogli da Maria Luisa di Bor- 



(*) Furono pubblicati in calce al Discorso detto da Giovanni Sforza Nelle esequie 
Bolenni del Senatore Gaetano Oiorgini celebrate nella Chiesa Parrocchiale di 
Montignoso il XXIII Settembre MDCCOLXXIV (Lucca 1875). 
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bone addi 10 Ottobre 1818. Senza abbandonare tale ufllcio ottenne il 3 Luglio 
deiranno seguente il posto di Professore di Calcolo infinitesimale e di Meccanica 
nel R. Liceo. Ha Tinvidia s* industriò cosi bene a minare la posizione che con tanto 
studio egli aveva saputo meritare, che poco dopo egli deliberò di ritirarsi a vita 
privata. Riparò allora in Firenze e, con decreto datato 1* Novembre 1825, da Leo- 
poldo di Toscana fu scelto come Professore di Matematiche applicate noli* Acca- 
demia di Belle Arti e Membro del Consiglio direttivo del nuovo Corpo degli In- 
gegneri del Granducato. 

Troppo lungo e qui fuor di luogo sarebbe Tenumerare e valutare i frutti della 
poliedrica operosità da luì spiegata sia nel disimpegno dei doveri annessi alle ca- 
riche suindicate, sia come conservatore del catasto, come riordinatore degli studil 
in Toscana, come membro attivo nei Congressi scientifici che in Italia ebbero 
luogo dal 1839 al 1846, come ambasciatore (1847) ai Duchi di Parma e Modena, 
come ministro degli alTari esteri e (dopo il 18i-9) come consigliere di stato ed 
ingegnere idraulico. 

Ricostituito il Regno d'Italia, Re Vittorio Emanuele chiamò il Giorgini a se- 
dere nella Camera vitalizia; dai 1862 il Nostro abbandonò ogni grave occupazione 
e ritornò in patria ove fini la sua nobile esistenza il 14 Settembre 1874 (*;. 



La feconda attività del Giorgini si spiegò di preferenza nei pratici negozi!. 
Tuttavia percorrendo le sue opere a stampa riflettenti le scienze esatte (e di esse 
soltanto dobbiamo occuparci) è facile persuadersi come egli fosse riccamente dotato 
di genio inventivo ; di tali opere faremo qui una rapida rassegna, indicando quei 
passi che le raccomandano alla permanente attenzione degli scienziati. 

L 

Teoria delle superficie di secondo ordine di Gaetano Giorgini ex-alunno 
della Scuola Politecnica di Francia e socio dell'Accademia Lucchese. Luc- 
ca 1817. Pag. 61. 

È un'esposizione analitica elementare delle proprietà delle superficie di 2^ or- 
dine, redatta con queir eleganza che è merito di Lagrange di avere consigliata 



C) Ulteriori ragguagli sulla vita privata e pubblica del Giorgini, troverà il 
lettore nella precitata Commemoraeione alla quale largamente attingemmo e in cui , 
fra Taltro, sono registrate le pubblicazioni del Giorgini che noi non dovremo con- 
siderare perchè si riferiscono a temi estranei alla matematica pura. Intanto dai titoli 
delle opere che diamo più innanzi estesamente , apprenderà meglio il lettore quali 
furono le occupazioni professionali che ebbe e quali le onorificenze accademiche di 
cui venne insignito il Giorgini, 
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con innumerevoli e splendidi esempii. Si apre colla classificazione delle quàdriche, 
a cui segue uno studio di quelle dotate di centro e di quelle che ne son prive. 
Risolta la questione di determinare le specie a cui appartiene una quàdrica avente 
una data equazione, come corollario della teoria dei punti e delle rette tangenti, 
vengono gettati i fondamenti della polarità. Lo studio delle coppie di quàdriche 
aventi a comune delle coppie di coniche, conduce alla determinazione delle sezioni 
circolari di una superficie di secondo grado ed alla generazione di una tale su- 
perficie mediante un cerchio di raggio , centro e piano variabili. Qualche facile 
problema serve di chiusa al lavoro, il quale appare più come un saggio di studii 
che come opera originale. 

II. 

Teoremi sulle curve coniche. Memoria dello accademico Sig. Gaetano Gior*- 
gini professore di Malemaiica applicala nel Liceo Reale. Leila nell'adu- 
nanza accademica il giorno 23 Marzo 1823 (Atti della R. Accademia Luc- 
chese di Scienze, Lettere ed Arti, T. Ili, 1821 , p. 63-82). 

Scopo di questo scritto, piccolo per mole e non considerevole per valore, è il 
dimostrare direttamente per via analitica quelle proposizioni relative alla polarità 
rispetto ad una conica che Y A. aveva incidentalmente stabilite nella Teoria pre- 
cedenteniente discorsa. 

III. 

Teoria analitica delle proiezioni del signor Gaetano Gi or gini, socio ordi- 
nario della Reale Accademia, pubblico professore di Matematiche superiori 
nel R. Liceo e direttore delle acque y strade e macchie del Ducato. Letta il 
giorno 3 Giugno 1819 (Raccolta citata, T. I, 1821, p. 29-96). 

In questo notevole lavoro vengono posti i fondamenti della teoria delle proie- 
zioni dei sistemi di segmenti rettilinei nel piano e nello spazio, dei sistemi di aree 
piane e finalmente dei gruppi costituiti da segmenti rettilinei ed aree piane. I ri- 
sultati generali cosi ottenuti vengono applicati alla pohgonometria, alla poliedro- 
metria ed alla dimostrazione di teoremi — parte nuovi e parte scoperti già da 
Honge, Binet é Poisson - geometrici e cinematici. 

Da tutta la memoria emerge ad evidenza come il Giorgi ni, fin dal 1819, 
avesse chiaramente posseduta ed ampiamente sviluppata l'idea dell* uso metodico 
delle proiezioni nella geometria analitica , idea che soltanto in tempi vicinissimi 
a noi è giunta in dominio del gran pubblico matematico , grazie specialmente 
air Analylische Geometrie del Baltzer (Leipzig 1882) e alla Teoria analitica delle 
voL. xxxr. 4 



Digitized by 



Google 



)( 26 )( 

forme geometriche fùndamentali (Torino 1885) del Prof. d'Ovidio: e si noti essere 
lecito aiTermare che l'unico punto in cui queste esposizioni moderne la vincono su 
quella del 6 io r gin i è nella considerazione costante del segno dei i^egmenti e 
delle aree (*). 

IV. 



Sopra alcune proprielà de^ piani de'momenli principali e delle coppie di forze 
equivalenti. Memoria del sig. Ingegnere Gaetano Giorgini. Ricevuta a 
dì r Dicembre 1827. (Memorie della Società Italiana delle Scienze residente in 
Modena T. XX. Parte contenente le Memorie di Matematica, 1828, p. 243-254). 

Questo importante scritto e una continuazione della parte cinematica della 
Tcorm analitica delle proiezioni avendo per precipuo intento di indicare le in- 
terpretazioni che i risultati ivi ottenuti trovano nella teoria dei sistemi di forze. 
Mediante ragionamenti non sostanzialmente diversi da quelli che si leggono ad 
es. nella Tlicorie der Bev?cgung und der Kvàfte (li Aufl., Leipzig 1879-80) dello 
Schell, TA. dimostra che ogni punto può essere scelto quale centro ed ogni piano 
quale piano di un momento principale : è in conseguenza determinato il piano 
nel primo caso ed il centro nel secondo. 11 luogo de* centri dei momenti principali 
i cui piani passano per un punto P, non è che il piano del momento principale 
avente il suo centro in P stesso; il luogo dei centri dei momenti principali i cui 
piani toccano una quàdrica è una seconda quàdrica ; e il luogo dei centri dei mo- 
menti principali i cui piani sono paralleli ad una data retta è un piano. Ad una 
retta arbitraria dello spazio ne corrisponde un'altra tale che una qualunque di esse 
è il luogo dei centri dei momenti principali i cui piani passano per T altra; due 
tali rette sono sempre linee di azione di due forze capaci di far equilibrio al 
sistema; a questo può dunque in inflniti modi sostituirsi una coppia di forze: ora 
il volume della piramide avente per spigoli opposti due forze equilibranti un dato 
sistema è costante. 

Emerge da ciò che prima del Dicembre 1827 il Giorgi ni aveva scoperto 
il sistema nullo : egli dunque lo conobbe prima del Hobius che lo rinvenne il 5 



(*) Nell'intento di rendere completo l'elenco dei lavori matematici pubblicati dal 
Oiorgini, rilevo che egli (a pag. 81 della citata Teoria analitica) parla di una saa 
nota inserta nella Corréspondence de VÉcole polytéchnique ed intesa a dimostrare il 
segaente teorema di Monge: La somma o la differenza delle tre piramidi che hanno 
per verticb comune un 'punto qualunque del piano di una figura e per basi le tre 
proiezioni della figura stessa è eguale ad una piramide avente per base questa figura 
piana e per vertice l'origine delle coordinate. 
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Febbraio 18-28 (•) e lo fece conoscere nel 1833 (**), egli lo fece noto anche prima 
(li Chaslcs le cui ricerche cinematiche vennero fatte conoscere nel 1830 (***) e si 
diifusero sette anni dopo co\V AfìerQu Mslorique: ì diritti di priorità del Gior- 
gi ni sembrano quindi indiscutibili e cominciano ad essere già riconosciuti (****). 
Notiamo da ultimo che il Giorgi ni prima di Chasles fece conoscere il teorema 
dianzi citato della costanza di volume delia piramide avente per spigoli opposti 
due forze equilibranti un dato sistema: esso dunque non merita di portare il nome 
di Chaslcs che si sarcbb: tentati di attribuirgli seguendo Mobius (***•*). 

V. 

Inlorno alle proprielà geomelriche dei movimenli di un sislema di punii di 
forma invariabile. Memoria del Professore Cavaliere Gaelano Giorginù 
Kiccvula a di 15 Marzo 1830. (Raccolta citata T. XXI. Parte contenente le 
memorie di matematica 1838, p. 1-46). 

L'intento di questa elegantissima memoria è' di riempire, almeno in parte, 
la lacuna che Carnet segnalava scrivendo : « Les grandes difficultés analytiques 



(•) C. Reinhardt, Ueber die Enstehuvtgszeit und den Zuzammenhang der 
toichtigsten Schriften und Abhandlungen Mobius; nel T. IV di A, F. Mobius Oesam- 
mdte Werhe (Leipzig 1887) p. 712. 

(*•) Ueber cine besondere Art dualer Verhdltnisse $v)ischen Figuren im Raume; nel 
T. X nel G. di Creile, oppure nel T. I p. 489-513 di A. F. Mobius Ges. Werke, 
1885. 

(•*•) Chasles. Mémoire de geometrie pure sur les systèmes de forces (Correspon- 
dence mathématiqae , T. VI, Bruxelles 1830). I diritti di priorità del Giorgi ni 
sono ivi (§ 24) esplicitamente riconosciuti ; si può lamentare che Chasles non abbia 
parlato del suo antico condiscepolo nò néìVApergu historique nò nel Rapport sur les 
progrès de la geometrie contribnendo cosi involontariamente a farne porre in dimen- 
ticanza le benemerenze scientifiche. 

(•••*) De Paoli 8. Fondamenti di una teoria dello spazio generato dai complessi 
lineari (Mem. dei Lincei Serie IV, T. I, 205-231); Sturm, Die Qébilde 1"^^ und 
^ Orades der Liniengeometrie in synihetische Behandlung , I Thl. (Leipzig 1892) 
pag. 62. 

(••*••) Cfr. la nota Beweis eines neuen von Hernn Chasles in der Statik entdecklen 
SaiZy nebsieinige Zusatzen inserita nel T. IV del G di Creile e nel T. Ili (1886) 
p. 499-506 di il. F. Mobius Ges. Werke. 

Il teorema in questione fa da Chasles enunciato nel T. XVIII delle Annales d^ 
Maihémaiigues di Gergonne. 
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qu'on rencontre dans la Science de Tcquilibre et du mouvement viennent prin- 
cipalment de ce quc la théorie dcs mouvcments géométriques ifest pas faite ». 

Il § 1 contiene le proprietà geometiiche del moto inflnìtesimo di un sistema 
rigido. In ogni tal movimento TA. rivela resistenza di una notevole retta (asse) 
caratterizzata dalla proprietà di essere il luogo dei punti le cui traiettorie infi- 
nitesime coincidono con la retta stessa ; il sistema è dotato di un moto di tras- 
lazione lungo questuasse e di un moto di rotazione attorno ad esso. La posizione 
dcirasse, la grandezza della traslazione e Tampiezza delle rotazioni sono elementi 
necessarii e suiTicienti per la conoscenza di qualunque moto infinitesimo. 

Il § 2 insegna la composizione e la decomposizione dei movimenti infinitesimi 
di un sistema rigido ; dopo la teoria generale della composizione, V A. si occupa 
del caso in cui gli assi dei moti componenti passano per un medesimo punto cer- 
cando in particolare quando per questo punto passi anche Tasse del moto risul- 
tante; e riguardo alla decomposizione di un movimento in n altri, TA. nota che 
essa è in generale impossibile se n < 3 e indeterminato se n > 3, arrestandosi in 
particolare sulle ipotesi n = 2 o 3. 

VI. 



Appendice alla Memoria intorno alle proprietà geometriche del movimento di un 
sistema di forma invariabile del Cavaliere Gaetano Giorgini. Ricevuta 
a di 3 Febbraio 1832. (Voi. cit. p. 47-54). 

L*A. comincia col rilevare che il teorema principale della memoria precedente 
(cioè quello che alTerma essere elicoidale qualunque movimento infinitesimo di un 
sistema rigido) fu scoperto fin dal 1763 da Giulio Mozzi patrizio Fiorentino (*), 
ma da lui dimostrato con un ragionamento geometrico non conclusivo. E prose- 
gue : « Per questa ragione, sebbene la dimostrazione analitica datane nella mia 
memoria non manchi, per quanto a me pare, del necessario rigore, volli sulFe- 
sempio del Mozzi e per mio esercizio , ricercare una dimostrazione sintetica del 
Teorema, ed in questa ricerca mi avvenne di estenderlo ad ogni traslocamento, 
anche finito di un corpo. Avevo comunicato questo risultato al prelodato Cava- 
liere Frullani, quando per lettera di altro mio dotto amico di Francia, il sig. Mi- 
chele Chasles, e successivamente per l'annunzio che egli medesimo ne fece al pub- 
blico nel Fascicolo di Novembre del BuUettino delle Scienze del Barone di Fer- 
russac per Tanno 1830, appresi che anche esso era dal canto suo arrivato al me- 
desimo teorema, come corollario di altre più estese ricerche sopra i corpi solidi 



(*) Discorso matematico sopra il rotammio momentaneo dei còrpi\ Napoli 1763. 



Digitized by 



Google 



)( M )( 

simili, delle quali Tindlcato bullcttino contiene enunciati soltanto i risultati prin- 
cipali n. 

L'A. espone da ultimo una dimostrazione geometrica semplicissima del teo- 
rema: a Un corpo solido può essere condotto da una data posizione in un'altra 
qualsivoglia diversa mediante un movimento continuo analogo a quello della vite » 
e ne indica alcuni corollari! notevoli. 

Di questo lavoro sembra essersi finora tenuto conto (•) più per far risalire al 
Mozzi il rinvenimento detrasse istantaneo, che come di documento attestante che 
dell'esistenza di questo era consapevole il Giorgi ni indipendentemente da Chasles. 

VII. 

Elementi di Slalica del Cavaliere Gaetano Oiorgini, uno dei quaranta 
della Società Italiana delle Scienze (**) e membro di diverse Accademie, Con- 
servatore del Catasto ed uno dei componenti il Consiglio degli Ingegneri del 
Granducato di Toscana ; Professore onorario delVVniversità di Pisa, e Pub- 
blico Professore di Matematica applicala nelV Imperiale e Reale Accademia 
di Belle Arti di Firenze. (Firenze 1835, p. XII-288). 

È questo il primo volume di un trattato completo di meccanica in quattro partì 
che il Gìorgini progettò ma non eseguì per intero; T A. ebbe per fine costante 
di rendersi intelligibile a coloro che non avessero che i primissimi elementi della 
geometria e raggiunse completamente il suo scopo : le doti di chiarezza ed ele- 
ganza possedute da questi Elementi li raccomandavano tuttora airattenzione degli 
studiosi e degli insegnanti. 



Il fin qui detto 9 se non erriamo, dimostra ad esuberanza come il Gior- 
gi ni abbia saputo assimilarsi e magistralmente svolgere i germi di sapere che 
avevano a lui somministrati i celebri professori della Scuola politecnica di Francia. 
A lui non mancò il genio inventivo e Tiniziativa scientifica di cui volle farlo ap- 
parire destituito il Bertrand noWÉioge de Uichel Chasles letto all'Accademia delle 
Scienze di Parigi il 19 Dicembre dello scorso anno (***). Egli seppe conciliare le 



(*) Cfr. Chasles. Comptes rendus del 18 Marzo 1861 p. 495; Schell op. cit. 
T. I, p. 311. 

(**) Fa eletto socio nel 1882 e pensionarlo anziano nel 1864. 

(^*) Fn pubblicato nella Revue scientifigue del 24 Dicembre 1892. Quella concer- 
nente il Oiorgini non è Tunica inesattezza che vi si trovi: ma delle altre non ora ò 
qni tempo e luogo di tenere discorso. • 
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gravi cure di stato, e le esigenze di pratiche occupazioni colla coltivazione della 
geometria e della meccanica. L'entusiasmo per la scienza pura, di cui diede pro- 
ve splendidissime a Parigi, non fu passeggiero caprìccio, a meno che si riten- 
ga degno di tal nome quel nobile sentimento che spinge per quarant* anni a 
produrre lavori fra loro concatenati sullo parti più astratte della scienza. Sembra 
che al brillante seprctario perpetuo dell' Accademia delle Scienze abbia troppo 
doluto della vittoria che il nostro riportò sul suo connazionale nel concorso di 
ammissione alla scuola politecnica , abbia voluto in conseguenza togliere ad essa 
qualunque valore, facendola apparire come una di quelle casuali ingiustizie di 
cui gli esami di tutti i paesi offrono esempii frequenti. Ora a noi per converso 
sembra si rechi offesa allo Chasles colFinsistere sopra una circostanza insignifi- 
cante, coli'adoperare a suo vantaggio il vieto espediente dei panegiristi da doz- 
zina i quali , per far apparire più maestosa la figura della persona che lodano, 
rendono piii meschini e volgari i lineamenti di quelli con cui la confrontano ; che 
colui che meritò il nome di « Archimede del nostro secolo » appare grande an- 
che confrontato con i più illustri matematici di tutti i tempi! 

Noi quindi, che abbiamo sempre professati dei sentimenti di calda ammirazione 
per l'autore dclVAperga liistorique, crediamo di non sconfessarli col tentativo ora 
fatto di mostrare come il ritratto che il Bertrand foce del Giorgi ni non sia in 
alcun modo somigliante all'originale ; tentativo che, se non altro , avrà il potere 
di attrarre l'attenzione dei dotti su un uomo che, fra gli Italiani che coltivarono 
nella prima metà del secolo presente le scienze esatte, ha diritto ad un posto di 
gran lunga più elevato di quello che di ordinario si è disposti ad accordargli. 

Genova, 23 Marzo 1893. 
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SUGLI 
SPAZI PLURITANGENTI DELLE VARIETÀ CUBICHE GENERALI 

APPARTENENTI ALLO SPAZIO DI 4 DIMENSIONI 
NOTA 



FEDERIGO ENRIQUES. 



In questa nota sono risolute alcune questioni di geometria numerativa che 
si riferiscono alle varietà cubiche generali di F4 . quelle cioè relative ai loro 
spazi pluritangenti. Ho adoperato la polarità analogamente al metodo di Salmon 
per determinare le relazioni fra le singolarità ó'una superficie. Alcuni procedimenti 
possono anche prender posto fra quelli del Kalkul der Abz. Geom. di Schubert 
(Cfr. anche Math. Ann. t. 26) 

1. Sia r una varietà cubica generale appartenente ad uno spazio (lineare) a 
4 dimensioni F^, Gli spazi (F3) polari dei punti di una retta r inviluppano un cono 
quadrico di specie 2 avente per asse una retta r' : la retta r' è il luogo dei poli 
delle quadriche appartenenti al sistema polare oo* definito dalla varietà r e con- 
tenenti la r, le quali quadriche formano un fascio. 

Vi sono però delle rette r a cui daremo il nome di rette speciali , tali che 
gli spazi polari dei loro punti formano un fascio ; queste rette r sono incontrato 
dalla quadrica polare di un qualunque punto in due punti aventi lo stesso spazio 
polare, ossia esse sono luogo di coppie di poli degli Apazi d*un fascio rispetto 
alta varietà cubica P, queste coppie formano una involuzione sopra ogni retta 
speciale ; inoltre le rette speciali contengono 00^ quadriche, componenti una rete 
appartenenti al sistema polare della P. Un punto di F4 dà uno spazio polare che 
ha altri 15 poli; vi sono perciò IS retto speciali per un punto dello spazio. 

Se un punto P è polo d*uno spazio 1: che ha un altro polo sulla retta p per 
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P infinitamente vicino a P . la retta p è speciale e P è un punto doppio della 
involuzione considerata sulla retta speciale p. Vi è un sistema lineare oo» dì qua- 
driche appartenenti al sistema polare di r e tangenti in P alla retta p , quindi 
vi è una quadrica del detto sistema che ha altre 3 rette tangenti arbitrariamente 
assegnate in P, ossia che ha un punto doppio in P: il luogo d*un tal punto P è 
dunque la varietà hessiana di P, del S^ ordine. 

Concludiamo : 

Vi sono 00^ relle speciali formanti un sistema d'ordine 15 definile dalla pro- 
prietà di appartenere ad una rete di quadriche polari rispetto ad una varietà 
cubica di F4 , esse sono luogo di coppie di poli degli spazi d\m fascio^ e sono 
bilangenli alla hessiana della varietà cubica nei punti doppi della involuzione 
formata da tali coppie. 

2. Vi sono 00^ rette appartenenti alla P, 6 di esse passano per un suo punto 
arbitrario (*). Fra queste ve n'è 00' speciali luogo delle coppie di punti di con- 
tatto degli spazi bitangenti d'un fascio ; ciascuna dì esse è caratterizzata dall'esi- 
stenza d'un piano tangente in tutti i suoi punti alla varietà e intersecante la F 
secondo un'altra retta che diremo sua coniugata. Le rette speciali di P generano 
una superficie gobba rigata S luogo delle coppie di punti di contatto degli spazi 
bitangenti. 

Data una retta r non speciale appartenente alla P, per un punto dì essa pas- 
sano S rette di P fuori di r ; ciascuna di queste rette insieme ad r dà luogo ad 
un trilatero appartenente alla P con un altro vertice sulla retta r, e questi 5 punti 
contengono ciascuno altre 4 rette di P che danno luogo a 20 trilateri con altri 
20 vertici sulla r, in tal modo si ottiene sulla r una corrispondenza di Chasles 
[20 , 20]. Un punto di coincidenza nasce quando una delle 5 rette per fuori 
di r dà luogo ad un trilatero avente per 3® lato una retta speciale di P, giacché 
in questo caso (e non in altri casi) per uno dei 5 vertici dei detti trilateri fuori 
di su r , due delle 5 rette di P (fuori dì r) coincidono in una retta speciale : 
ne segue che vi sono 40 retto speciali di P che si appoggiano alla r. 

Perciò considerando un qualunque trilatero appartenente alla P si deduce : 
La superficie gobba s luogo delle coppie di punti di contatto degli spazi 
bitangenti alla varietà cubica P, è una superficie rigata che ha per generatrici 
le rette speciali di P, ed è dell'ordine 120. 

3. La corrispondenza di Chasles [20 , 20] costruita sopra una retta r di P 
viene a mancare se questa retta è speciale, e quindi non si può con questo me- 
todo determinare quante rette speciali di P si appoggiano ad una sua retta spe- 
ciale. A tal fine faremo uso delle considerazioni seguenti. 



(*) Se gre « Sulle varietà cubiche degli spazi a 4 dimensioni ecc. » (Àcc. To- 
rino 1888). 
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Se r 6 una retta non speciale di F, gli spazi tangenti nei suoi punti formano 
un sistema del 2^ ordine, e poiché la linea e, d'ordine /i, luogo dei poli di questi 
spazi (fuori di r) è segata dalla quadrica polare d*un punto qualunque di F^ in 

2/i punti, si ha tk = ^ ossia 7z = 15. 

È poi facile vedere che la r e la e appartenenti alla quartica base del fascio 
di quadriche polari contenenti la r, hanno 5 punti comuni (usando della rappre- 
sentazione piana della quartica) ; le rimanenti intersezioni della e colla F sono i 
punti di contatto dei 40 spazi ulteriormente tangenti in un punto della r (*). 

I S punti comuni alla r e alla e sono i punti di r il cui spazio tangente ha 
un altro polo infinitamente vicino al punto ai contatto e perciò appartengono alla 
hessiana di F (cfr. § 1). Dunque : 

La varietà d'ordine 45 luogo dei poli degli spazi tangenti alla varietà cu- 
bica F (fuori di F), sega la V secondo la superfìcie S d'ordine 120 luogo dei punii 
di contano degli spazi bitangenli, e la superficie parabolica d'ordine 15 luogo 
dei punti biplanari per le sezioni spaziali tangenti. - 

Sia ora la r una retta speciale: allora il luogo dei poli degli spazi bitangenti 
nei punti di r (fuori di r) è una linea e del V ordine che insieme alla r è base 
per la rete di quadriche polari dei punti del piano t: tangente secondo r alla F. 

Le coniche polari dei punti del piano ic rispetto alla cubica sezione di esso 
hanno un punto doppio nel punto comune alla retta r e alla sua coniugata (§ 2), 
e non hanno altri punti comuni, quindi solo il detto punto della r è comune alla 
retta r e alla linea e (**). In questo punto la e tocca la F (vi è il piano tangente 
comune ir), ed il contatto non può essere tripunto, almeno in generale, poiché 
si dedurrebbe facilmente che il punto stesso sarebbe triplo per la sezione spa- 
ziale tangente ; quindi la e incontra la F in 19 punti fuori di r , i quali sono i 
punti di contatto di 19 spazi ulteriormente tangenti in 2 punti di r, e si conclude: 

Vi sono 38 rette speciali della F che si appoggiano ad una sua retta spe- 
ciale r : queste rette compongono insieme alla r 19 trilateri i cui vertici sono 
i punti di contatto di 19 spazi trilangenti alla F. 

4. I punti di contatto degli spazi tritangenti alla F costituiscono la linea 
doppia co della superficie S luogo delle rette speciali. Avanti di determinare For- 
dine della detta linea occorro premettere alcune considerazioni sulF intersezione 
della superficie parabolica di F colla S. 



(*) Si potrebbe facilmente escludere il contatto della e eolla F nei 5 ponti di r, 
in guisa da verificare nuovamente questo numero. 

(**) Il punto stesso appartiene alla hessiana di F poiché la sua quadrica polare 
contiene il piano tc e quindi ha un punto doppio. 

Segre a Studio delle quadriche ecc. » (Acc. Torino M. 1883-84). 

VOL. XXXI. 5 
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Le generatrici della S (rette speciali) sono bitangenti alla superOcie parabo- 
lica (cfr. § 1); i punti di contatto sono i punti di r le cui sezioni spaziali tan- 
genti hanno 2 punti doppi infinitamente vicini ; il luogo di questi punti è una linea 
d'ordine 120: inflitti la linea sezione di S con uno spazio F, ha 120 punti comuni 
colla linea d'ordine 120 luogo degli ulteriori punii di contatto degli spazi tangenti 
nei suoi punti (fuori di essa;. 

La stessa linea in F, ha altre 4.120 iutersezioni colla hessiana di r, e perciò 
si conclude (cfr, § 3 nota) : 

V inlersczione della saperfide parabolica di T colla ncperficie S è una linea 
composta di 2 altre, Vana d*ordine i'20 e Vallra d'ordine 4.120: la l' linea a 
è il luogo dei punti di contatto delle velie speciali di V {bitangenti alla super 
fide parabolica) colla superfide parabolica , cioè il luogo dei punii le cui se- 
zioni spaziali tangenti a T hanno 2 punti doppi infinilamenle vicini; la 2* linea 
P è il luogo d"lle intersezioni delle rette speciali di V colle rette coniugale, cioè 
il luogo dei punii biplanari per le sezioni spaziati langenti che hanno un allro 
punto doppio. 

Ciò posto osservianao che la linea a non appartiene alla superficie luogo M dei 
poli degli spazi bitangenti nei punti di S fuori di S, mentre la linea 6 le appar- 
tiene. Ora il detto luogo M è d'ordine 7.120 (*) e la sua intersezione totale colla 
S (con r) è una linea d'ordine 21.120. Un punto della linea ^ è l'intersezione di 
una retta speciale r di r colla coniugata, quindi il piano tangente in esso alla S 
passa per la r (**) e perciò non può essere in generale tangente anche alla su- 
perDcie M , poiché la r sarebbe pure tangente alia M ed il detto punto apparter- 
rebbe contemporaneamente alle linee ^ ed a : cosi si vede che la linea ^ si stacca 
una sola volta dairìntersezionc della superficie M colla varietà r. 

Di qui si deduce : 

La linea doppia p della superficie S, luogo dei punti di contano degli spazi 
iritangenli alla r, e dei vertici dei trilateri di rette speciali ad essa apparle- 
nenlif è d'ordine 11.120. 

S. La superficie S possiede dei punti tripli appartenenti a 3 rette speciali e 
punti di contatto di spazi quadritangenti a P, quindi tripli anche per la sua linea 
doppia b). Avanti di determinare il numero di questi punti premettiamo le osser- 
vazioni seguenti. 

Si «abbia un piano u qualunque in F^ ; uno spazio per esso sega la linea oj 
in 17.120 punti a ciascuno dei quali corrispondono i due punti della linea (o vertici 
con esso d'un trilatero di rette speciali, sicché nel fascio di spazi considerato si 



(*) Per la determinazione di quest'ordine cfr. il § 3, 

(**) Del Pezzo « Sugli spazi tangenti ad una superfii^ie o ad nn^ varietà im" 
mersa in uno ppazio a più dimensiouì » (Acc. Napoli 1S86). 
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ha una corrispondenza di Ghasles [34.120 « 34 120]. Ora al (piano ic si appo((- 
giano 120 rette speciali di F , e gli spazi per esse sono coincidenze della corri- 
spondenza suddetta : poiché ad una retta speciale se ne appoggiano 38, in un tale 
spazio coincidono 38 spazi corrispondenti, e quindi rimangono fuori di queste altre 
120.30 coincidenze della corrispondenza di Ghasles considerata, le quali corri- 
spondono ad altrettanti spazi tritangenti a F con 2 punti di contatto infinitamente 
Ticini. Questi 30.120 punti sono comuni alla linea io ed alla a (§ 4) ed in essi 
evidentemente le 2 linee si toccano, quindi la co ha colla superficie parabolica altre 
25.120 intersezioni sulla linea ^, che corrispondono ad altrettanti spazi tritangenti 
le cui sezioni hanno un punto doppio biplanare. 

Ora la linea luogo dei poli degli spazi tritangenti nei punti di co (fuori di co) 
e d'ordine 13.17.40 ed incontra la io nei 2S.120 punti comuni alla linea ^ (§ 4) 
nei quali evidentemente non tocca F se la varietà F è generale (*) ; quindi la detta 
linea ha colla co (con F) altre 13.17.40 — 25.120 = 40.146 intersezioni che sono i 
punti tripli della S e della (o. 

Si conclude : 

La superficie S ha 4.1460 punti tripli che sono tripli anche per la sua linea 
doppia p ; essi sono i vertici di 1460 tetraedri i cui spigoli appartengono alla 
F, cioè i punii di contatto di 1460 spazi quadritangenti. 

Vi sono 30,120 spazi trUangenli alla F con 2 punti di contatto infinitamente 
vicini, e 25.120 spazi tritangenti le cui sezioni hanno un punto biplanare in 
uno dei punti di contatto. 



{*) Altrimenti sì avrebbe uno spazio quadritangente con due punti di contatto 
infinitamente vicini. 
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SU UNA CLASSE 
DI TlUSFORMAZLONl RAZIONALI ED INYOLUTORIE DELLO SPAZIO 

DI GENERE ARBITRARIO n E DI GRADO 2n + l 
NOTA 

D I 

DOMENICO MONTESANO 



Se di una superfìcie omaloidica dello spazio ordinario si conosce la rappre- 
sentazione su di un piano, si può riconoscere con i metodi indicati da Cremona 
se esistono trasrormazioni birazionali fra duo sistemi dello spazio nelle quali ai 
piani di uno qualunque dei due sistemi corri spendano neir altro superficie orna- 
loidiche delio stesso tipo di quella da cui si parte. Ma non si conoscono metodi 
generali per costruire, se è possibile, le trasformazioni di tale natura che pre- 
sentano il carattere involutorio ; occorre invece nei sinf^^oli casi stabilirne la 
genesi. 

Ora nella presente Nota costruisco le trasformazioni razionali ed involutorie 
dello spazio nelle quali ai piani sono coniugate delle superficie di ordine in + 1 
aventi in comune una linea n-pla gobba di 4^ ordine e di 1' specie, e 2n rette 
semplici corde della precedente linea. Chiamando, con Loria (*), genere di una 
corrispondenza bi razionale fra due sistemi dello spazio il genere delle sezioni 
piane delle superficie che nell'un sistema corrispondono ai piani dell'altro, si ha 
che il genere delle trasformazioni studiate nella presente Nota è : 



(*) Sulla classificazione delle trasformazioni razionali dello spazio. Rendiconti 
del R. Istituto lombardo. Serie II ; voi. XXIII ; § 4. 
(•*) Loria. Noi. cit. § 4 in nota. 
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In esse sono a due a due coniugate le corde della curva n-pla (•) ciò che 
permette di farne dipendere la costruzione da quella delle trasformazioni univo- 
che ed involutorie sul cono ellìttico di 3® ordine, che fanno corrispondere a due 
a due le generatrici della superficie (•*). 

Dei varii tipi di tali corrispondenze sul cono ellittico di 3^ ordine do' la co- 
struzione nella presente Nota e ne deduco quella delle trasformazioni involutorie 
dello spazio della natura indicata, ottenendo per queste trasformazioni varii tipi 
dovuti alla diversa natura degli elementi uniti della corrispondenza ; e dimostro 
che per ognuno di questi tipi le coppie di punti coniugati nella corrispondenza 
formano un sistema razionale. 

1. Esiste nello spazio un sistema omaloidico costituito da superficie di ordine 
2n + 1 aventi in comune una curva /i— pia gobba di 4® ordine e di l' specie , e 
2n rette semplici cordo della precedente linea (***). Il sistema omaloidico connesso 
al precedente è della stessa natura , sicché può aversi nello spazio una trasfor- 
mazione razionale e involutoria nella quale ai piani risultino coniugate delle 

E se una trasformazione T di tale tipo esiste , in essa a due a due saranno 
coniugate le corde della curva K^ sicché del pari saranno coniugate a due a due 
le quadriche del fascio 9 che ha per base la K^ (non escluso il caso che ogni 
quadrica coincida con la sua corrispondente) ; ed in due quadriche coniugate ad 
una schiera rigata dell'una corrisponderà proiettivamente una schiera rigata del- 
l' altra. 

Le 2n corde g della curva K4 che sono fondamentali per la T , verranno a 
distribuirsi in n coppie g^g^^ si fatte die ad una qualunque delle due rette di una 
coppia corrisponderanno le corde della K^ appoggiate all'altra. Perciò nelFinvolu- 



(*) Tre ft^miglie semplicemente di trasformazioni razionali ed involatone di 
grado snperìore al primo, godono nello spazio la proprietà di mutare in se stessa 
una congruenza di rette, e sono : le trasformazioni monoidali di 1* specie (Rendiconti 
del B. Istituto lombardo, Serie II, voi. XXI) ; quelle in cai ai piani dello spazio 
sono coniagate delle superficie di ordine n con una retta (n — 2)-pla (Rendiconti 
della R. Accademia dei Lincei voi. V, 1S89) e quelle studiate nella presente Nota. 

C*) Di quelle particolari corrispondenze univoche su una rigata algebrica nelle 
quali ogni generatrice corrisponde a se stessa, fa cenno il Se gre nel § 5 della sua 
Nota: Intorno alla geometria su una rigata algebrica (Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei. Voi. Ili, 1887). 

(***) NOther. Eindeutige Raumtransformationen* Math. Annalen Bd. Ili; p. 570. 
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zione che la T determina nel fascio f risulteranno coniugate le quadriche 

Queste quadriche apparterranno aila lacobiann del sistema delle superficie O^^^, , 
la quale ulteriormente verrà a contenere una 

Di più a due a due si corrisponderanno nella T i quattro coni del fascio 9. 

Ora assunto un punto arbitrario V della R^ , se di ogni corda g della curva 
si riguarda corno corrispondente il suo punto di sezione 6 con la generatrice d 
uscente da V e di sistemu opposto alla g appartenente alla quadrica che contiene 
la K4 e la (/, viene ad aversi una corrispondenza X birazionale e prospettiva fra 
il sistema i)2,t ^^1'^ corde della K4 ed il cono r, che proietta la curva da V. Nella 
X ad ogni schiera rigata della Q^^e corrisponde una generatrice del cono r, , e 
a due schiere appartenenti ad una medesima quadrica del fascio ? corrispondono 
due generatrici situate in un piano passante per la generatrice k del cono che è 
tangente in V alla K4. 

Gli elementi eccezionali per \^ X sono: sul cono r, il punto V e i vertici 
V|,.. V4 dei quattro coni del fascio 9, e nella congruenza Qj^^ le retto VV,,.. VV4 
che sono le generatrici di contatto del cono r, con i piani tangenti passanti per 
&. Al punto V corrispondono nella Qj^e ^u^^^ '^ generatrici del cono r,; uno qua- 
lunque dei punti V,,... V4 ha per corrispondenti nella Q^^^ tutte le generatrici 
del cono di 9 di cui è vertice; ed ognuna delle rette VV, , . . . VV4 della Qj^e 1>'^ 
per corrispondente nella X sul cono r, o^jini suo punto. 

Ora riguardando come coniugati due punti del cono r, che corrispondano 
nella X a due corde della K4 coniugate nella T, viene ad aversi sul cono r, una 
corrispondenza univoca ed involutoria 6 nella quale non solo risultano a due a due 
coniugate le generatrici dei cono r (e in particolare può ogni generatrice coinci- 
dere con la sua coniugata) ma di più risultano a due a due coniugate le coppie 
delUnvoluzione razionale Io dì f', che ha per asse la generatrice k anzidetta, sic- 
ché rinvoluzione I che la 6 determina fra le generatrici del cono r, essendo com- 
mutabile con la Iq . risulta essere rinvoluzione identica [nel qual caso ogni qua- 
drica del fascio 9 corrisponde a se stessa nella T con proiettività involutoria di 
1* specie (*)]. la I coincide con la Iq (nel qual caso ogni qualrica del fascio 9 



(*) Secondo le designazioni di Zeuten (Sur les surfaces du second ordre- Malfa . 
Annalen Bd. 18®, § 2) una corrispondenza univoca ed involutoria su di una qnadrica 
che faccia corrispondere a due a due le generatrici della superficie, chiamasi proiet- 
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corrispondo a se stessa con proiettività involutorla di 2* specie) , o la I è una 
delle tre involuzioni principali del cono r, o essa è una delle tre involuzioni ra- 
zionali di tale cono che hanno per assi lo generatrici coniugate alla k nelle tre 
precedenti corrispondenze (*). 

Siamo perciò condotti alla costruzione di quelle corrispontlen2e univoche ed 
involutorie sul cono ellittico di 3^ ordine chò fanno corrispondere a due a due 
le generatrici del cono con involuzione assegnata l, corrispondenze clic esten- 
dendo una denonoinazione già in uso pel piano, chiamerò Uologicke, 

Prima di costruirle occorre la seguente proposizione. 

2. Se su di un cono ellittico di 3® ordine r di vertice V si ha una curva 
direllrice Cj^^V^"' (per [x > 3) , si ha cioè una curva gobba che incontra oltre 
che in V in un sol punto ogni generatrice del cono » le rette che uniscono le 
coppie dì punti di sezione della C^^ con le coppie di generatrici del cono appar- 
tenenti ad un'involuzione razionale j di asse /t, costituiscono una superQcio 
Sj4_2 = Ti»*"* Cj^ , nel caso generale che fra le [ji — 3 tangenti in V alla C^^ non ve 
ne siano due coniugate nella j. La S^^^ ha ulteriormente in comune con il cono 
r le ;jL ~ 3 generatrici coniugate nella / alle ii. — 3 tangenti in V alla C^^. 

Inversamente una superficie S^^.j che abbia per retta (pi — 3)-pla una gene- 
ratrice li del cono r e contenga altre ii-3 generatrici flfi,...flf^»8 del cono, ha 
ulteriormente in comune con questo una curva di ordine \). che ha in V un punto 
(|À — 3)-plo ed ammette per tan«>enti in tale punto le generatrici di sezione del 
cono r con i piani /iflf| , .../ì<7,a_j diverse dalia li e dalle g. 

Da ciò segue, per una nota proprietà delle superficie di ordine n dotate di 
retta (n— l)-pla (**j, che una curva direttrice G^ del cono r 6 univocamente in 
dividuata quando se ne danno le |ji — 3 tangenti in V e jjl punti in posizione ar- 
bitraria. 

• Di pili avendo sul cono r due curve direttrici C^ , C^ , dalla considerazione 
della curva comune alle due superficie S^., = /i**"* 0^ , S^_2 = /z^"» C^ si deduce 
che le Cpt , C^ hanno in comune jx-f v-3 punti diversi da V (•••). 

In particolare due curve direttrici dello stesso ordine \l che hann») in V le 



tività'di 1* o di 2* specie secondò che fa corrispondere ciascuna schiera rigata a se 
stessa Tana schiera airaltra. 

(*) Vegg. la mia Nota : Su certi gruppi chiusi di trasformazioni involutorie nel 
piano e nello spazio (Atti deiristitoto Veneto, Serie II, voi. VI, § 4) e Segre. i« 
corrispondenze univoche sulle curve élUiliche (Atti della B. Accademia delle Scienze 
di Torino, voi. 24, § 7 e 8). 

(••; N(Jther. Ueber Flachen welche Sehaaren rationalen Curven hesilzen (titkth, 
Annalen, Bd. III, pag. 178). 

(•••) Cfr. Segre. Not. cit. § 6. 
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stesse pi - 3 tangenti f| , . . . fjj^.s , hanno in comune altri [jl punti , pei quali pas- 
sano altre oo< curve C^^, formanti fascio, tangenti del pari in V alle t^,.,.t^_^. 

Fra le curve del fascio ve ne è una che spezzasi nelle [Ji generatrici passanti 
pei punti base diversi da Y » e se ne hanno altre ;;. — 3 di cui ciascuna spezzasi 
in una delle rette /i,.../j^>8 ^^ in una C^^.i. 

Ora avendo sul cono r una corrispondenza 6 isologica ed involutoria , se in 
essa al punto V corrisponde una linea di ordine wi, il grado della sarà m + 3, 
cioè alle sezioni piane del cono r corrisponderanno in essa delle C^^gsV"*. 

Due qualunque di queste curve avranno olire di V in comune 2//i + 3 punti, 
di cui tre saranno coniugati ai punti comuni alle corrispondenti C3 , e gli altri 
2/n saranno punti fondamentali per la corrispondenza, aventi per coniugati delle 
generatrici del cono, sicché apparterranno alla linea coniugata al punto V. 

Ciò posto, prima di costruire la corrispondenza nel caso più generale, esa- 
mineremo due suoi tipi particolari : quello in cui ogni generatrice del cono r cor- 
risponde a se stessa, e quello in cui la proiettività che intercede fra duo genera- 
trici coniugate risulta prospettica. 

a). Volendo costruire sul cono r una trasformazione isologica % del primo 
tipo e di grado m + 3, basta assegnare la linea di ordine m coniugata al punto 
V, assumendo nel caso generale per tale linea una curva direttrice non degenere 
Y^^V'""* (per m>3), e dare d'i più di una sezione piana assegnata fj del cono 
la corrispondente curva Ym+s ^^^^ ammetta in V per tangenti lem generatrici che 
contengono i punti di sezione delle y,„ , ^3. 

La corrispondenza resta con ciò determinata, perchè resta nota mediante due 
coppie l'involuzione che essa determina su ogni generatrice del cono. 

I suoi punti fondamentali sono i 2/?i punti diversi da V comuni alle *Y»i»Tm+3» 
ognuno dei quali ha per coniugata la generatrice del cono che passa per esso. 
La linea punteggiata unita delia corrispondenza è una C^^, = ¥*""'. 

Per m>6 possono assegnarsi ad arbitrio a priori otto dei 2/n punti fonda- 
mentali diversi da V , potendosi far passare per tali otto punti le due curve 
Tm > Tm+s che occorrono per costruire la Oq. 

Come caso particolare può succedere che la linea coniugata al punto Y si 
spezzi in una y/=Y'"' {m> l> 2) ed in m — I generatrici del cono che risultano 
tangenti in Y ad ogni 7^+3 coniugata ad una 73 piana, mentre le altre tangenti in 
Y alla 7,„+3 sono lo generatrici che passano pei punti comuni alla Ys ^^ ^l^^i Tr 
6) Con eguale facilità si costruisce sul cono r, una trasformazione isologica 
ed involutoria 6' di grado m + 3 che faccia corrispondere prospettivamente due 
generatrici coniugate in un'involuzione assegnata I non identicac 

Basta di una sezione piana Ys assunta ad arbitrio dare la curva corrispon- 
dento Ym+8 = ^*" ^he incontri la Ya ^^ ' Punti situati su altrettante rette unite 
tt| , . . . i// della I, ed in altri m- { + 3 punti situati a due a due su coppie di 
generatrici appartenenii all'involuzione I essendo l ^0 se la I è una dello tre in« 
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ToluzioDi principali ed avendo uno dei valori 0, 1, 2, 3, 4, se la I è razionale ed 
essendo di più m^l dispari ed m- t+3>0. 

Essendo t?/ , . . . t?'^ le generatrici di r coniugate nella I alle tangenti 
t?i , . . - t?8i in V alla curva y^^s » ^* **^ ^^e la corrispondenza che la 0' stabi- 
lisce fra le t?^ , t;/ (x = 1 , . . . m) è degenere , cioè in essa al punto V corri- 
sponde per Intero la t?/ ed al punto Q,- in cui questa incontra la y^^, corrisponde 
per intero la Vi , sicché alle sezioni piane del cono r corrispondono nella 0' curve 
Cfli+s ^vco^i in comune i punti R, ,... R^ infinitamente vicini a V sulle v^j . . ,v^ 
ed i punti Q, , ... Q„ situati sulle v^' , ... v'^ e sulla Ym+r 

Se la I è' una delle tre involuzioni principali, la 0' non ammette alcun punto 
unito oltre di V, mentre se la I è razionale risultano punteggiate unite in essa 
le rette u, , . .Ui anzidette, e semplicemente unite le altre 4-^ rette unite della I. 

3. Avendo ora sul cono r una trasformazione isologica ed involutoria di 
grado arbitrario m + 3 e del tipo più generale, la quale cioè faccia corrispondere 
runa all'altra con proiettività in generale non prospettiva due generatrici coniu- 
gate in una involuzione assegnata I, non identica, siano -jf^^V"*"* e -jf^+j^V*^ 
le curve coniugate in essa rispettivamente al punto V e ad una y, piana assunta 
arbitrariamente. 

I 2m punti fondamentali della corrispondenza i quali formano con Y il gruppo 
di sezione delle -f^^ , y^^.^ , si distribuiscono in m coppie S^ S/ situate su altret- 
tante coppie deirinvoluzìone I e si fatte che dei due punti di una coppia l'uno 
ha per corrispondente nella la generatrice del cono che passa per l'altro. 

Per ogni coppia rr' di generatrici coniugate nella si ha 



e quindi anche 



»-(VT«TsTm.3) ^ r'(Y„Vif„+,T.) O 



r (Vt« Ts T«+5) ^ f' (Vy« Ts Tw+.). 



Ora la proiettività a cui è dovuta quest'ultima relazione , è prospettica e col 
variare della coppia rr' determina sul cono r una corrispondenza involutoria 0' del 
2^ tipo esaminato nel § precedente; ed il prodotto della con tnle involuzione 0' è 
una corrispondenza 0^ in cui le singole generatrici risultano unite ed il punto T 
e la Y^ si corrispondono in doppio modo, sicché la Oq è involutoria e del l"" tipo 
esaminato nel § precedente, perciò , per essere viceversa = 0' 0^ , ne deriva il 
teorema che : 



(*} Per brevità indicheremo cosi le quaterne di punti costituite dal punto V e 
dai punti di incontro diversi da V della r o della r' oon le curve segnate in parentisi. 

VOL. XXXI. 6 
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Una trasformazione isologica ed imoluloria su un cono elUllico di 3® or- 
dine did tipo inii generale può sempre in infinili modi riguardarsi come prò- 
dolio di due corrispondenze isologiclie ed involiUorie dei tipi particolari esavìi- 
nati nel precedente §. 

Nel caso in esame la 0' ammette per linee unite le Tj , t^» , Tm+« sicché in 
essa risultano coniugati i punti S^-,"^/, e fondamentali i punti Qi^-.-Qm comuni 
^^^P' T« » Ti» ^^ * P"^^' Ki '•••^iii ^®**^ Tot infinitamente vicini a V, che corrispondono 
ai precedenti nella 0. E il grado della 0' è m + 3. 

Invece nella 0^ al punto V corrisponde la Yot» ® H Ts • Tm+s sono coniugale 
fra di loro, sicché i punti fondamentali sono i punti 

cui corrispondono rispettivamente le 

8, = VS/ . ... s^= VS„/ , s/ = VS s^'= VS^. 

E il grado della 0^ è 5m + 3. 

Se la I é una delle tre involuzioni principali, le 0,6' non hanno al di fuori 
di V alcun punto unito, sicché i punti comuni alle Ys^Twi-s risultano a duo a due 
coniugati nella e sarà m disparì e >3. 

Se invece la I è razionale, può succedere che delle sue quattro rette unite 
l siano punteggiate unite nella 0, eie restanti 4—1 risultino semplicemente unite 
in essa, essendo 0<[<4. 

In tale caso designando con w, , . . . Wj le prime rette e con t?| , . . . v^^t le 
ultime, si ha che fra le m — 3 tangenti in V alla -y^ vi saranno le ti, , ... i// e 
le restanti 7n - 3 — l saranno a due a due coniugate nella 6 (che stabilisce fra 
di esse una proiettività prospettica), sicché m — I sarà dispari ed m>l + 3. Di 
pili si avrà che dei punti comuni alle y, , y^^., I saranno sulle i£, , ...u^ ed i re- 
stanti *m- (+3 saranno a due a due coniugati nella 0. 

Infine per essere le quattro rette unite della l semplicemente unite per la 
Oq , ne segue che le n, ,...t/^ saranno semplicemente unite nella 0' e le r, ,..-^4./ 
punteggiate unite in essa. 

Ciò posto, per costruire la si può procedere inversamente nel seguente 
modo : 

Assegnata Tinvoluzione I sul cono r, si parta da una sezione piana arbitraria 
Y3 del cono e da una sua curva y^^V*^"^ che ammetta per tangenti in V l rette 
unite u^y ...Vi della I ed m~ 3 — l generatrici del cono a due a due coniugate 
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in I (per m - l dispari ed m > { + 3 essendo i = se la I non è razionale , ed 
avendo uno dei valori 0, 1, 2, 3, 4 se la I è razionale). 

Resta allora determinata un'involuzione de! cono r in cui sono unite le 
Ts » Tm ^ si corrispondono prospettivamente due generatrici del cono coniugate 
nella 1. 

I punti fondamentali della 0' sono gli ?7i punti Q, . ... Q^ che oltre dì V hanno 
in comune le Ys « Tm e gli m punti R, , ... Rm infinitamente vicini a V su le rette 
/, ,...U coniugate nella I alle r/^ VQ, , ... l'm^ VQ,n in modo che a Q^- . R^ 
sono coniugate rispettivamente le /^ , //. 

Di più nella 0' risultano uniti se la I e razionale, i punti U, , . . U| in cui le 
1/, , ...Vi segano oltre che in V la y, . i punti U/ , ... U/ in cui le stesse rette 
segano oltre che in V la ^m e tutti i punti delle altre 4 - 1 rette unite t?, , ... v^^i 
della I. 

Ora si assegni sul cono r una curva G^^^— V** II, ... R^ U, ... U^. 

La sua corrispondente nella 0' (non tenendo conto delle ^|',...('m) è una curva 
dello stesso ordine ; C'^+i = V"* R, .. Rm U,... U/ la quale avendo in comune con la 
^'«+« *^ tangenti in V determinai con essa sul cono r, un fascio, le cui curve sono 
a due a due coniugate nella 0'. In particolare alla curva del fascio che passa per 
uno qualunque Q, dei punti Q|,...Qm, corrisponde la linea degenere del fascio 
che contiene la /^ , mentre la linea del fascio che si spezza nelle tn + 3 genera- 
trici del cono passanti per i punti base del sistema diversi da V , corrisponde a 
se stessa. Ne segue che la seconda linea unita del fascio non è degenere, e per- 
ciò esiste in ogni caso sul cono una y„^, = V** R, .. Rm D, ... U/ non degenere che 
corrisponde a se stessa nella 6'. 

E la corrispondenza involutoria O© **^' cono r che fa corrispondere ciascuna 
generatrice a se stessa , a V la -y^ e le v^ , y^+j fra di loro, (corrispondenza che 
e del tutto individuata e i cui punti fondamentali sono i punti Q^ ,... Qm , R| ,.-. R,» 
ii'ìk indicati e i '2m punti S, , S/ , ... Sm , Sm' in cui si segano, oltre che in V, le 
TmiTm+s) risultando commutabile con la 0', dà per pro<lotto con essa una corri- 
spondenza involutoria di grado m + 3 che fa corrispondere a ciascuna generatrice 
del cono la sua coniugata nella I, a V la Ym e a Yj la Ym+s ® che ammette per 
fondamentali i punti S, , S/ , ... Sm , Sm' e per rette punteggiate unite le u^ ,... m^; 
sicché coincide con Tinvoluzione richiesta 6. 

Si è dunque costruito il tipo più generale di trasformazione involutoria ed 
isologica che può aversi sul cono r,. 

Occorre ancora notare che se V, ... V^ sono quattro punti del cono r situati 
su <}ne coppie di generatrici appartenenti all'involuzione F, può farsi passare la 

Ym anzidetta per tali punti se m+ r ^4 se cioè 3m>11 +1. 

u 

I quattro punti V risultano allora a due a due coniugati nella 0', come ri- 
sultano coniugati in questa i punti V/ , ...Y^' della Ym infinitamente vicini ai pre- 
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cedenti, e per gli otto punti V, , V/ , ... V^ , V/ potrà farsi passare la curva Ca^., 
mediante la quale si individua il fascio (C^^+i G'^^^) a cui appartiene la 7^+3 se 
m + 3 — l>8, se cioè m>5 + (, H quale condizione se si verifica, resta del pari 
soddisfatta la precedente. E costruita la Cj^^., anzidetta che passi pei punti 
V^ , V/... V4, V/ questi apparterranno del pari alla 7^4.3 e saranno otto dei 2wi 
punti fondamentali S della 0. 

4. La corrispondenza isologica ed involutoria determinata da una trasfor- 
mazione T delio spazio del tipo che ci siamo proposto studiare, sul cono Tj^ Y'Ki 
che proietta la curva fondamentale K4 della T da un suo punto V (§ 1), risulta 
di grado n + 7, se n è il genere della T. 

Infatti nella corrispondenza X stabilita nel § 1 fra le corde della K^ ed il 
cono Tg , si è visto che il punto V corrisponde alle generatrici di r, , sicché a 
V nella corrisponde la linea ^ luogo dei punti che nella X corrispondono alle 
generatrici della r'jtt+s = K4'*^* (/, 3,'... gf^giy^' coniugata nella T al cono r,. 

Ora questa curva 7 forma con la K4 e con le n + 1 generatrici della r'^^^, 
uscenti da V la linea di sezione del cono r, con la f^^^^^ , perciò essa è di ordine 
n + 4; e quindi il grado della 6 è n + 7, come avevamo affermato. 

La 6 ammette perciò, oltre dì Y, 2n^8 punti fondamentali situati sulla y^^^, 
e siccome essi non possono essere diversi dai 2n punti che nella X corrispondono 
alle rette fondamentali della T e dai quattro punti V, , ... Y^ vertici dei quattro 
coni del fascio 9 = (K4) , che, come vedemmo, sono eccezionali per la corrispon- 
denza X , perciò necessariamente gli ultimi quattro punti fondamentali della 
sono i punti V/ , ... Y/ della 7^^^ infinitamente vicini ai precedenti. Ciò viene con- 
fermato dal ragionamento inverso; avendo cioè su di un cono r3^V'R4 una cor- 
rispondenza isologica ed involutoria di grado n + 7 .che determini fra le gene- 
ratrici del cono un'involuzione I (airuopo identica) commutabile con T involuzione 
razionale I^ che ha per asse la tangente k in V alla K4, se fra i punti fonda- 
mentali della 6 vi sono i quattro punti Y^ , ... Y^ vertici dei coni di 2^ ordine che 
passano per la K4 , e quattro punti Y/, ... Y4' infinitamente vicini ai precedenti , 
e se a due a due risultano coniugate nelle I le generatrici del cono che passano 
per i punti Y, , ... Y4 (e quindi anche quelle che contengono i punti Y', , ... Y'4) 
riguardando come coniugate due corde delle K4 che nella corrispondenza prospet- 
tiva ed univoca X che intercede fra i punti di r, e le corde di K4, corrispondano 
a due punti del cono r, coniugati nella 6 si avrà che a due corde delle K4 che 
si segano in un punto P corrisponderanno due corde delle R4 aventi in comune 
un secondo punto P' coniugato al precedente in una trasformazione involutoria T 
dello spazio del tipo che ci siamo proposto studiare. 

E siccóme alle generatrici di un cono A3 che proietta la E4 da un suo punto 
arbitrario W, corrispondono nella X i punti della curva 8 di 4® ordine che con 
la K4 e la retta YW forma la sezione dei coni r e A , e tale curva 6 passa per 
i punti Y ,... Y4 e non per i punti Y', ,... Y'4, sicché ammette per coniugata nella 
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» una curva 8 '«+* ~ ^*^* ^'i • • ''4 ^h® incontra la K4 , oltre che in V, in altri 
n + 5 punti, in modo che la superficie luogo delle corde della K^ appoggiate alle 
S' in punti diversi da quelli comuni alle S', K4 si spezza nel cono r,, nei quattro 
coni di 2® ordine del fascio 9 ed in una A',„+5 == K4"+S la quale risulta la eoniu 
gata nella T del cono A, perciò la K^ risulta fondamentale n— pia per la T, cioè 
questa è di grado 2n + l, né ammette altre linee fondamentali che la K4 e le 2n 
rette che nella X corrispondono ai punti fondamentali della diversi dai punti 
V V V V ' 

D'altra parte è stato dimostrato che nel costruire sul cono runa corrispon- 
denza isologica ed involutoria i^^^ per n sufficientemente grande possono imporsi 
ad essa le due condizioni di far corrispondere a due a due le generatrici del cono 
r con involuzione assegnata I e di ammettere come fondamentali otto punti dati 
a priori, perciò può ritenersi noia la trasformazione T potendosi far dipendere 
la sua costruzione da quella già nota della corrispondente involuzione 0. 

E per le proprietà dimostrate per la nei prece denti § si deduce assai age- 
volmente che : 

I) Può la T far corrispondere a se stessa ogni quadrica del fascio 9 con 
proiettività involutoria di 1* specie, nel qual caso il genere n della T è >2, se 
la T non è una delle tre omografie assiali armoniche che hanno per assi le tre 
coppie di spigoli opposti del tetraedro autoreciproco rispetto alle quadriche del 
fascio 9. 

Escluso questo caso, si ha che le rette che uniscono le coppie di punti con- 
iugati nella T situate su una quadrica S^ del fascio 9 fo rmano una congruenza 
lineare avente per direttrici due rette polari rispetto alla S, , la quale varia col 
variare della S^ in 9 descrivendo il complesso H delle congiungenti le coppie di 
punti coniugati nella T. 

E i punti in cui una quadrica S^ del fascio 9 sega le direttrici della corri- 
spondente congruenza del complesso H risultano uniti nella T e si fatti che ogni 
tangente alla S^ in uno qualunque U di essi contiene due punti coniuc[ati nella 
T che coincidono in U, mentre le quattro generatrici della S^ che passano a due 
a due per tali punti contengono ognuna 00* coppie di punti coniugati nella T. 

Per avere Tordine della curva ^ luogo dei punti uniti U e per determinare 
il gra'do v del complesso H occorre notare che in un piano arbitrario io dello 
spazio rinviluppo i^ dei raggi del complesso è riferito proiettivamente al fascio 
di quadriche 9 in modo da generare la curva f^n+i secondo cui il piano co sega 
la superficie che gli corrisponde nella T, sicché v = n. Di piìi il numero dei raggi 
di i^ che sono tangenti alle corrispondenti quadriche del fascio 9 è 2(v-f l)=2(n+l), 
e siccome i punti di contatto sono i punti della curva ^ situati in co, perciò l'or- 
dine della 5 è 2(n+l). 

Si riconosce analogamente che per un punto arbitrario dello spazio passano 
*2(n+l) raggi del complesso H di cui ciascuno è sostegno di due punti coniugati 
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nella T coincidenti in un unico situato sulla ^ , e se ne deduce che le facce dei 
quadrilateri uniti nella T situati sulle singole quadriche del fascio 9 formano una 
sviluppabile, la cui classe è eguale all'ordine della curva 5 luogo dei vertici degli 
stessi quadrilateri. 

Questa curva 5 passa evidentemente per 1 vertici V^j.-.V^ dei quattro coni 
del fascio 9, ha in punti in comune con la R4 , el ò sostegno di un' ìnvoluzions 
(li ^2^ or>line costituita dalle coppie di sezione con le singole direttrici delle con- 
gruenze lineari del complesso H. Questa involuzione ammette per elementi doppi i 
i soli punti Vf,...y4, sicché la superficie luogo delle direttrici indicate, la quale 
e la superficie singoiare del complesso H , risulta di ordine 2/i. Tale superfìcie 
contiene ie 2n rette fondamentali ^i , .;. g^^ della T, ciascuna delle quali è dovuta 
ad una congruenza lineare del complesso a direttrici infinitamente vicine. 

Si noti infine che i quadrilateri uniti nella T costituiscono una superficie 
U2(ii+t) — ^4"^* 5*[7i •■• ÉTi» « perchè le generatrici della superficie che passano per 
un punto arbitrario Y della K^ , sono le rette comuni ai coni che proiettano da 
V la R4 e la curva y» che nella T corrisponde a V, diverse dalle '2^-1 rette che 
passano per i punti comuni alle K^ , -y^ (•). 

Il) Può la T far corr.spondere ciascuna quadrica del fascio 9 a se stessa 
con proiettività involutoria di 2' specie , nel qual caso n ò dispari e > 1 , se la 
T non è una delle quattro omologie armoniche che hanno per centri e per piani 
assiali i vertici e le facce rispettivamente opposte del tetraedro autoreciprocci 
rispetto alle quadriche del fascio 9. 

Escluso tale caso, le rette che congiungono le coppie di punti coniugati nella 
T situate su una quadrica S^ del fascio 9. costituiscono una stella il cui centro 
varia col variare della S^ in 9 e descrive una curva razionale 6^, le cui seganti 
formano il complesso delle congiungenti le coppie di punti coniugati nella T. 

Nella proiettività che viene ad intercedere fra tale curva S^^^ ed il fascio 9 , 
i 2iJL+l punti della Cj^ che si trovano sulle corrisj)ondenti quadriche del fascio 9, 
sono tali che le due rette g ,g' che passano per uno qualunque P di tali punti 



(*) Un'altra genesi della trasformazione T del tipo ora esaminato è la seguente: 
Assegnata in un complesso lineare K una varietà ò razionale ed 00* di congruenze 
lint^ari, la si riferisca proiettivamente ad un fascio di qaadriche 9, e per ogni con- 
gruenza Q di ^ si consideri il complesso lineare L involutorio a K e passante per Q. 
Tale complesso L ha in comnne con la quadrica S, del fascio 9 che corrisponde alla 
Q nella proiettività assegnata, quattro generatrici, due di una schiera e dae delKal- 
tra , le quali risultano unite in una proiettività involutoria di 1^ specie sulla S^ , 
che è da esse completamente individuata. 

L* assieme di queste 00* proiettività dovate alle 00* quadriche del fascio 9, è una 
trasformazione del tipo indicato. 
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e che Appartengono alla quadrica S^ coniugata a P, corrispondono per intero cia- 
scuna ad ogni suo punto, mentre al punto P corrisponde tutta la quadrica S^ ; 
e siccome viceversa una qualunque delle ^n rette Tondamentali della T trovasi 

ffi 1 
nelle condizioni delle g , f/, perciò è 2ìjl + 1 =n, ossia è iJi= — ^ — ■ 

Dunque nel caso in esame la T ammette n punti fondamentali P, , ..P„ che 
hanno per coniugate le quadriche del fascio 9 passanti per essi, sicché tali qua- 
driche contate due volte formano con la l4„^R4*'*""*(ffi .7/ •• Qf»iflf'n)*0\ ••• PJ* 
coniugata alla K^, la Jacobiana delle superBcie *2«+i ~R**ffi fl^'t-- ffii[7'n)(P«"-P«)* 
coniugate ai piani dello spazio. 

La T ammette una superOcie punteggiata unita £ luogo delle coniche pun- 
teggiate unite nelle proiettività involutorie che si hanno sulle quadriche del fascio 
9. E siccome un piano arbitrario dello spazio sega la corrispondente superfìcie 

ri — ! 
^2ii+i >w o coniche e nella linea di sezione con la S, perciò questa e di or- 

n -f 1 
(line n + 2 e passa — ^— volte per la K4 e semplicemente per le rette g, ,flf'i,... 

E la congruenza dei raggi del complesso H che contengono punti coniugati 
infinitamente vicini è costituita da coni di 2^ ordine aventi i vertici sulla linea 
5 ed è di ordine n + I e di classe n - 1 (•), 

Data la curva ò^ (razionale), il fascio 9 e la proiettività che fra di essi in- 
tercede, risulta senz'altro^ determinata la T (••;. 

IH) La trasformazione T può far corrispondere a due a due le quadriche 
del fascio 9 con involuzione non identica. Designando con U , U' le quadriche doppie 
di tale involuzione, con H il complesso delle congiungenti le coppie di punti con- 
iugati nella T, e con Q la congruenza delle congiungenti punti coniugati influì- 
tamente vicini, possono presentarsi per la T i seguenti casi : 

a) Ciascuna delle quadriche U , U' corrisponde a se stessa nella T con pro- 
iettività involutoria di 2* specie, sicché la T ammette semplicemente due coniche 
punteggiate unite 7,7'. In tale caso n é dispari ed è > 1 (*••); il complesso H è 



(*) La trasformazione involatoria dello spazio di 11® grado ottenuta dal Pieri 
nella sua Nota : Su le tangenti triple di aìcune superficie del 6^ ordine (Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino voi. XXIV) è del tipo ora esaminato, dovuta 
al caso particolare di « = 5. 

(**) É agevole riconoscere che l'unica trasformazione involutoria dello spazio che 
dia origine ad un complesso di rette avente una linea direttrice di ordine pi > 9 è 
del tipo ora esaminato. 

(***) Se n :::: 1, duc punti coniugati nella T sono in un medesimo piano con una. 



Digitized by 



Google 



)( 48 ){ 

di grado 2n — 1 e la congruenza Q scindesi nelle due congruenze di 2® ordine e 
di 2* classe delle tangenti alle U , U' lungo le y,y' rispettivamente 

6) Ciascuna delle quadriche U , U' corrisponde a se stessa nella T con pro- 
iettività invoìutorìa di P specie , sicché la T ammette semplicemente otto punti 
uniti. In tale caso n è disparì ed è >1 (*) ed il complesso H è di grado 2ni-\. 

e) Una delle quadriche U , U' corrisponde .a se stessa con proietti vita in- 
voìutorìa di 1* specie; mentre suli* altra quadrica le generatrici di una schiera 
corrispondono ciascuna a se stessa e le generatrici dell' altra schiera sono a due 
a due fra loro coniugate , sicché la T ammette quattro punti uniti e due rette 
punteggiate unite w',w,' fra loro sghembe. In tale caso n è pari e >2; il com- 
plesso H é di grado 2a, e la congruenza Q si spezza nelle due congruenze lineari 
delle tangenti alla quadrica unita che contiene le u' . u\ , lungo tali rette. 

d) Su ognuna delle quadriche U , U' le generatrici di una schiera corrispon- 
dono ciascuna a se stessa e le generatrici dell'altra schiera sono a due a due fra 
loro coniugate , sicché la T ammette quattro rette punteggiate unite a due a due 
fra loro sghembe. In tale caso n é dispari e > 3 ; il complesso H è di grado 
3n — 1 e la Q scindesi in quattro congruenze lineari costituite ciascuna dalle tan- 
genti ad una quadrica unita lungo una retta unita. 

e) Una delle quadriche U,U' é punteggiata unita e l'altra corrisponde a se 
stessa con proiettività invoìutorìa di T specie che perciò dà origine ad altri quat- 
tro punti uniti della corrispondenza. In tale caso n è dispari e > 3 ; il complesso 
Il è di grado 2(?i-l) e la congruenza Q è di 2' classe, di 6® ordine e di !• specie. 

f) Una delle quadriche U , U' é punteggiata unita e sullaltra le generatrici 
di una schiera corrispondono ciascuna a se stessa e le generatrici dell'altra 
schiera sono a due a due coniugate , sicché si presentano due rette sghembe pun- 
teggiate unite. 

In tale caso n é pari e >4 ; il complesso H é di grado 2n- i e la con- 
gruenza Q scindesi in una Qe.^ dovuta alla superficie punteggiata unita ed in due 
congruenze lineari costituite da tangenti all'altra quadrica unita, dovute alle rette 
punteggiate unite. 



g^ delle rette fondamentali della trasformazione, e sono reciproci rispetto alle qua- 
driche del fascio che ha per base le coniche panteggiate unite Y ® T' ^^^^^ corrispon - 
denza, le quali nel caso in esame hanno in comune dne punti della curva fondamen- 
tale E4 situati su la seconda retta fondamentale g\ 

(*) Se 91= l, due punti coniugati nella T sono reciproci rispetto alle quadriche 
di una rete che ha per base gli otto punti fondamentali della corrispondenza ; e cia- 
scuna delle dne rette fondamentali è la sezione di due piani che costituiscono una 
quadrica della rete indicata. 
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g) Entrambe le quadrichc U , U' sono punteggiate unii e , noi qual caso n 
e dispari e >5, il complesso II 6 di grado 2n — S e la congruenza Q scindesi in 
due congruenze di 2' classe, di C® ordine e di 1* specie. 

S. Qualunque sia il tipo della trasformazione T , le coppie delle corde della 
K4 fondamentale coniugate in essa costituiscono una varietà W^ clie 6 riferita uni- 
vocamente alla congruenza delle congiungcnti i punti coniugati nella corrispon- 
denza involutoria che la T viene a determinare su di un cono Pa — R^. E sic 
come gli 00* raggi di tale congruenza che uniscono i punti di due generatrici con- 
iugate del cono, inviluppano una conica e la su{)erricie costituita da tali coniche 
e io corrispondenza univoca con la congruenza in quistione, e per un noto teo- 
rema di No the r la stessa superficie può essere riferita univocamente ad un cono 
di 2** ordine ad un cono ellittico di 3® ordine, perciò può essere egualmente ri- 
ferita con corrispondenza univoca ad un tale cono x la W^ , in modo che ogni 
generatrice di / viene ad essere l'immagine di due schiere rigate coniugate nella 
T formate da corde della K4. 

E riguardando come coniugate due generatrici del cono 1 si fatte che le due 
schiere di cui una di esse e immagine, siano incidenti alle due schiere di cui è 
immagine Taltra, si viene ad avere sul cono x un'involuzione; nella quale risultano 
doppie le due generatrici immagini delle due coppie di coni del fascio 7 coniu- 
gali nella T. 

Perciò tanto nel caso del cono x razionale, come nel caso del cono x ^l^i^- 
tico, le coppie della j sono nei piani di un fascio (a) , e se x è ellittico le altre 
due generatrici doppie della j sono le immagini delle due coppie di schiere rigate 
che hanno per sostegni le quadriche unite U , U' della T. 

Ora se P , P' sono due punti coniugati nella T, e e , d ; e' , d' sono le corde 
della K^ uscenti da essi , pel fatto che le due schiere rigate costituite da corde 
<Iella R4 che contengono le e , e' sono incidt^nti alle schiere analoghe che conten- 
gono le d , d' si avrà che le due coppie ce', dd' della W avranno per immagini 
due punti C , D del cono x situati su due generatrici del cono coniugate nella / , 
sicché la retta p^CD sarà una segante dell'asse a della /. E siccome viceversa 
ogni retta p che incontri la a sega al di fuori di questa il cono x ^^ ^^^^ punti 
C . D che per essere situati su due generatrici coniugate nella j sono le immagini 
di due coppie ce' , dd' della W si fatte che le e , e' incontrano rispettivamente le 
d,d' in due punti P , P' coniugati nella T, perciò fra le seganti della retta a e 
le coppie PP' della 1 vi è corrispondenza univoca, sicché il sisfema delle coppie 
di punti coniugali nella T è razionale. 

Potrcbbesi ora assai facilmente dedurre le proprietà della più semplice cor- 
rispondenza che nel modo anzidetto ne risulta fra i punti dello spazio ordinario 
e le coppie di punti coniugati nella T, ma per amor di brevità non insisto su di 
esse come tralascio di esporre le modificazioni necessarie ai procedimenti tenuti 
nel costruire la trasformazione T quando la sua linea fondamentale n-pla K4 si 
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scinde in due o più parti , notando semplicemente che mediante trasformazitne 
birazionale 63^3 dello spazio che abbia per linee fondamentali nel primo sistema 
la K4 ed una conica appoggiata ad essa in tre punti e nel secondo sistema una 
curva gobba E5 di genere 1 ed una sua trisecante k (*) , la T si muta in una 
trasformazione involutoria T' in cui a due a due i piani del fascio (ft) sono fra 
loro coniugati e si corrispondono con corrispondenza quadratica avente due cop- 
pie di punti fondamentali sulla K3 , cioè la T si muta in una trasformazione in- 
volutoria T' di tipo già noto. 

Bologna, Giugno 189*2. 



(*) Cfr, Nother. Eindcntige Banmtransformationeii. Math. Annalen. Bd. III. 
§ 5 , (B). 
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IKTORNO A UNA FAMIGLIA NOTEVOLE DI LINEE PIANE 



D I 



GEMINIAMO PIRONOINI. 



ERRATA-CORRIGE. 



n— 1 n— 1 
Alla fine del § 1 la formola m = va sostituita dall'altra m = . 

/il S 2 la formola che dà x va scritta cosi x = — — -, — j- . 

Al { 4. Nella forinola che dà s, l'esponente di 8, deve essere ^ ^, , e neirulti- 

ma espressione di 8^ Tesponente di k deve essere 3. 
41 S 5 nella riga che precede Tenunciato del teorema, in luogo di m=l, deves 
porre m = - l. 

i4( § 6. Neirespressione di B, invece di IT dcvesi porre n . 

Nella formola che dà C, T esponente 2i- ì di fc va Ctimbiato in 2n- 1 ; inoltre 

tsfll iaHI 

invece di II devosi porre n . 



Parma , 1 marzo 1893. 
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N. I. LOBATCHKFFSKY. 



Le *^/22 octobre 1893 aura lieu le centénaìrc de la naissance de Tillustrc geo- 
metre russe Lobatcheffsky. 

Nicolas Lobatcheffsky apparti cut incontestablement au nombre des savants 
ilu XlX-ièrae siècle qui non seulemcnt ont cnrichi la science, mais lui ont m(*me 
découvert de nouvelles voies. 

Les bommes de genie qui découvrcnt à la science de nouvelles voies sont 
souvent obligés de refuter les propositions qu'on avait avant eux respcctées corame 
une vérité incontestable. 

Le méme role honorable dans la science échut à Nicolas Ivanowitch Lobat- 
cheffsky, a ce Copernic de la geometrie » , corame Ta appelé Clifford. 

Depuis qu* Euclide a fonde l'édìfice immortel de sa geometrie sur un petit 
nombre de defmitions, d'axìomes et des postulata admis sans démonstration , la 
vérité de ces fondaraents de la géoraétrie ne fut soumise à aucun doute; tous les 
efforts des savants de tous les pays et de toutes les époques ont été dirigés à la 
reduction du nombre de ces axioraes et postulata au minime ; la science présente 
par exemple tonte une serie de tentatives pour la de 'uction du postulatum d'Eu- 
clide sur la rencontre de la perpendiculaire et de l'oblique corame un corollaire 
mathéraaiique des autrcs deflnitions, axioraes et postulata ; la vérité «Ju postula- 
tura luì-mème ne fut souraise à aucun doute. 

Lobatcheffsky fut le premier, qui ait découvert là un problème qui ne pcut 
étre résolu qu'au raoycn de rexpéricnce; arrivé à la conviction que Tadmission 
du postulatura d'Euclide est equivalente à Tadmission de ccrtaines propriétés de 
notre espace, qui ne peuvent étre controlées qu'au raoyen de rcxpériencc ou de 
Tobservation, il a mentre la possibilité de la geometrie sans le postulatum d'Eu- 
clide. Lobatcheffsky a ròalisé sa pensée dans une sèrie de raéraoires avec l'esprit 
de suite et l'exactitude « d'un vrai géoraètre », conirae Va qualifié Gauss. 

Ce « princeps raathematicorura » a fait honneur aux travaux do Lobatcheffsky 
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cncore cn 1846 ; mais cette approbation a passe inaper^ue dans le monde inathé- 
matique et il a fallu ancore un quart de siede pour que le grand morite scicn- 
tifique et philosophique des travaux de LobatchefTsiiy flit unanimement reconnu. 
Cet aveu fut le fruit des travaux de plusieurs géomclrcs émincnts de notro epoque 
qui ont éclairci que la geometrie de Lobatchcffsky pour les deux diraensions est 
equivalente à la geometrie sur une surface ayant la courbure constante et nega- 
tive et que la geometrie pour les trois dimcnsions introduit dans la science la no 
tion d'une nouvelle variété, Tespace ayant une courbure. 

L'étude de la geometrie de LobatchefTsky ou de la geometrie non euclidéenne 
forme une nouvelle branche de la science matliéraatique ayant une grande litté- 
rature. 

A ces études se rattachent , en formant leur continuation immediate , les re- 
cherches dans la geometrie des hyperespaces ; ces travaux en jetant une vive lu- 
mière sur plusieurs questions de la geometrie sont en méme temps un auxiliaire 
qu'on ne saurait remplacer dans Tétude de plusieurs questions difliciles de Tanalyse. 

A une haute valeur sciontifiquo des décou'vertes de LobatchefTsky correspond 
une valeur philosophique tout aussi importante ; d' un coté cilcs offrent à la spe- 
culation une nouvelle question de fétude des propriétés de V espace ; de V autre 
elles jettent une vive lumière sur la question de Torigine de nos axiomes géome- 
triques et ont en conséqueiice une haute valeur pour la théorie de la connaissance. 



L'Dnivcrsité Imperiale de Kasan a eu la gioire d* avoìr LobatchefTsky au 
nombre de ses élèves et de ses membres ; ici LobatchefTsky a rempli les fonctions 
de professeur de 1812 à 1846 et celles de recteur de 18*21 à 1846. Ce n*est pas 
seulement à cause de ses mérites de savant et de professeur que LobatchefTsky 
est cher à TUniversité de Rasan. L'histoire de la vie et des travaux de Lobat- 
chcffsky, dit son biographe. est inséparableinent liée à celle de notre Université; 
il a été le premier de ses éleves qui devint professeur. L*Université de Rasan lui 
doit une dette de reconnaissance pour la construction de ses meilleurs edifices et 
pour Torganisation de la bibliothéque. 

En vue de ces merites la société physico-mathématiqùe de Rasan ne pouvait 
se dispenser de célébrer digneraent Tanniversaire du jour de naissance du grand 
niathématicien russe. La dite Société ayant L'AUGUSTE autorisation à la souscrip- 
tion qui a pour but de rassembler un fonds portant le nom de Lobatchcffsky , 
s'adresse maintenant aux savants de tous les pays , aux nombreux arais de la 
science en les priant de vouloir bien prendre part à cette souscription. 

Conformément au montani de la somme rassembléc la dite société se propose 
de fonder un prix du nom de Lobijtcheffsky pour les travaux mathématiques (spé- 
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cialcmcnt poiir ccux qui ont trait aux investigations de Lobatcheffsky) ou biea de 
lui eriger un buste dans Tédifice de TUnivcrsité. 

Si cotte proposition trouve raccueil qu'elle a le droit d'attendre, la société 
physìco-malhémalìque iSchera de réaliser les deux buts et Tuniversité de Rasan 
sera enibclllc par Tiraage de rhomme qui Fa fait brillcr d'une gioire immortcUe 
et les jeunes savants qui consacreront Icurs labcurs à la sciencc aimée de Lo- 
batchelTsky trouveront dans le prix de son nom lo secours et rencouragement. 



Président de la Société Phys.-mathématique A. Wassilièff. 
Vice-Président de la Société Phys.-mathéin. T. Souvoroff. 
Professeurs de mathéraatiques à l'Université de Kasan. 

On prie d'envoyer les souscrìptions à Tadresse sui vanta: 
Kasan. Société Pbysico-mathématìque. 



Digitized by 



Google 



)( 55 )( 



STUDIO DI UNA TRASFORMAZIONE (3 , 3) 



PEL 



Dott. ENRICO ASCIO NE. 



Il chiarissimo prof. Cremona, in una delle sue note sulle trasrormazioni 
dello spazio (*) ha trattato, tra le altre, della trasformazione (3 , 3) (**) , ed ha 
accennato a diversi casi speciali di essa. 

Ivi è detto : a tali Irasformazioni speciali sono assai imporlanli, e possono 
offrire anche maggiori vantaggi, che non la trasformazione generale, quando si 
Iratli di applicarle alla rappresentazione di una superficie sudlun*allra (*••) ». 

Ed in fatti di uno di tali casi speciali si era servito Hesse (•**•) per note- 
voli ricerche sopra le tangenti doppie delle curve del 4^ ordine, riferendo 1 punti 
della curva fondamentale della trasformazione univocamente ai punti di una curva 
del 4® ordine; e di un'altra sì era servito il Geiser (••••*) per importi studii 
sulle qu<'idriche di rotazione, dotate di 2 fuochi. 

Altri casi speciali ed applicazioni si trovano principalmente* in una comuni- 



(*) Rendiconto deìV Istituto Lombardo^ 2* serie, voi. 4, 1871. 

(**) Col simbolo (pL , V) si designa una trasformazione in cui jx e v sono gli or- 
dini delle superficie dei due sistemi omaloidici. 

(*••) Ciò perchè spezzandosi la curva fondamentale del 6® ordine della trasfor 
mazione generale in parti, si può far passai*e anche per alcnne di esse la superficie 
che si vuol trasformare. 

(**•*) Ueber die Doppeltangenien der Curven vierten Ordnung Creile B. 49-1854. 

(•••♦•) Zur Theorie der Fldchen zweìten ufid dritten Gradts. Creile B. 69 (e se- 
gnatamente a pag. 199 e seguenti) 1868. 
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cazione del prof. Cremona stesso alle Nachrichten di Gottinga in data 3 Mag- 
gio 1871 e in un lavoro classico di Niitlier (*). 

Ho quindi cercato di fare lo studio di una particolare trasformazione (3 , 3) 
che mi sembra anch'essa di una certa importanza (*•;. 
Il lavoro che presento r diviso in S paragrafi. 

Nel 1° si studiano sinteticamente le proprietà della trasformazione che si in- 
dica con T. 

Nel ^^ si danno le formole della T, ed alcuni casi particolari più importanti. 

Nel 3® si procede alia ricerca delle trasformazioni T involutorie e se ne tro- 
vano 5, che s'indicano con T^, Tp , T^ , Tg , Tg , appartenenti a 2 tipi diversi, 
analoghi a quelli di Steiner e di Hirst per le trasformazioni quadratiche piane. 

Nel 4® si studiano alcuni enti generati da due spazi! , tra cui intercede una 
trasformazione T generale , o involutoria. La T dà luogo ad un complesso di 6*" 
grado, la T^^ ad un noto complesso di 3® grado, le Tg , Tg danno luogo a com- 
plessi lineari e le T^ e Tg a congruenze (**•). Si accenna pure ad un sistema nullo 
generato dalla T. 

Nel S"" paragrafo si fa poi T applicazione della T allo studio delle superficie 
corrispondenti ad una quadrica, che sono omaloidi. Studio agevolato dalla lettura 
dei lavori classici di Clebsch, Nother e Caporali. 



(•) Ueìftr die cindeutigen Raumtransf ormati onen , in ihrer Anwetidung auf die 
Ahhildung àlgehraischer Flàchen, Math. Annalen B. 3 

(**) Questa trasformazione è stata pure considerata da altri. Cos\ ad es. il si- 
gnor Franz Freiherrn von Krieg la considera più specialmente di tutti nel la- 
voro Ueber die eindeutige Beziehuug von Rautnen nìiiieìst proiectiver EbenenbùscJuìy 
und ihre Anwetidung auf Consiructionsaufgahen* Zeìtschrift fiir Mathematik und Phj- 
sik. B. XXIX (Supplement). Però lo scopo principale del lavoro non è lo studio 
della trasformazione, che è accennata, ma l'applicazione di essa, o meglio di alcuni 
casi particolari a costruzioni di curve di 3® e 4** ordine, di superficie del 3® ordi- 
ne ecc.. ; e quindi questo lavoro differisce essenzialmente dal presente. Lo stesso 
dicasi per gli altri. 

(*•*) Sicché queste rientrano in trasformazioni conosciute. Veggasi ad es. Ghiz- 
zoni. Sopra una famiglia di superficie che s'incontrano in una trasformazione invo- 
lutoria del 3** grado. Rend. Accad. dei Lincei 1866, pag. 470 e 476. Mont esano. 
Sulle trasformazioni involutorie che danno luogo ad un complesso lineare di rette. 
Rend. Acc. dei Lincei Voi. IV fase. 5 e 6. Veggasi pure Del Re. Escursioni ma- 
tematiche diverse. Giorn. di Battaglini voi. XXVIII, 1890 pag. 270. 
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Proprietà principali della trasformazione T. 

1. Consideriamo due spazi! a tre dimensioni S , S', sovrapposti o pur no, ed 
assumiamo in S tre fasci di piani (a.) . (/>) , {e) i cui assi siano sghembi due a due 
e in S' tre altri fasci di piani (a') , (/>') , (rJ) dei quali gli assi siano pure sghembi 
due a due. Supponiamo che i fasci (a) e (a') , (ò) e (ò') , (e) e (e') siano riferiti 
proiettivamente mediante le proicttività caraUerisliche PosP^^Pc Ad ogni punto 
M di S facciamo corrispondere il punto M' di S' intersezione dei piani corrispon- 
denti nelle proiittività suddette a quelli cho da a ,b , e proiettano il punto M. 

Avremo stabilita con ciò tra S e S' una trasformazione razionale biunivoca T 
che sarà oggetto del nosto studio. 

2. Notiamo prima d'ogni altro che 

La condizione necessaria e suffidenle, affinchè la T sia Uìt,a omografia , e 
die alla sclUera delle generatrici della qiiadrica ii=abc {*) corrisponda nella T 
{itroiellivamenie) la schiera delle generatrici della quadrica u'sa'b'c'. 

Di vero, è noto che vi sono infinite omografie tra due spazii S , S', che fanno 
corrispondere due schiere rigate proiettive date ; e che , per determinarne una 
basta assegnare tre rette della schiera incidente alla prima che si vogliono far 
corrispondere a tre altre rette della schiera incidente alla seconda. Yi è dunque 
una omografia , ed una sola che muta le generatrici di il in quelle di iV e fa 
corrispondere ordinatamente ad a , 6 , e le rette a' , 6' , e' Questa omografia coin- 
ciderà con la T, perchè in essa le proiettività tra i fasci corrispondenti (a) e (a'y, 
(6) e (6') , (c) e (e') sono precisamente le Po» P^, Pei che definiscono la T. 

3. Escludendo quindi la omograHa , potremo supporre che le quadriche n e 
U' non si corrispondano ; e in tal caso si stabilirà tra S e S', come vedremo, una 
particolare trasformazione (3,3). 

4. Sia f un piano qualunque di S, che seghi a , 6 , e in Aq , Bq , Cq, ed F' la 
superficie corrispondente. I fasci di raggi (Aq) , (B©) , (Cq) di (p sono riferiti proiettiva- 
mente ai fasci di piani (a') , (bO * W) , mentre ad un punto di 9 corrisponde un 
punto di F'. Sicché tra ì fasci che da a' , h' , e' proiettano i punti di F intercede 
la relazione notevole che A u g u s t (•*; chiama dnplo-proietliva ; ed è noto che la 
superficie F' da essi generata è del 3** ordine ed ha tre rette in a' , 6' , e'. 



(*) Se una quadrica passa in uno dei du^ spazii S , S' per qualcuna delle rette 
a , ò , e y a' ^h' ^c' diremo generatrici le rette della quadrica di sistema opposto a 
quello (delle direttrici) a cui appartengono a , & , e , ... . 

(**) August. Disquisiiiónes de superfìciebus tertii ordinis, Berolini 1862. 

VOL. XXXI. 8 
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Inoltre sulla F' vi sarà una cubica (to') corrispondente ai punti della punte^^- 
giata di 5® ordine (t^^) sezione di 9 con la schiera delle generatrici dì a. In so- 
stanza i punti di (co'; corrispondono alle rette della schiera suddetta ; e quindi 
{io') sarà una cubica fissa al variare di 9 ed F' Essa ha chiaramente tre corde 
in a' , 6' , e'. 

Dunque il sislenia omaloidico di superficie in S' é cosUluito dalle superficie 
del i^ ordine che hanno comune una cubica gobba ^^w') e ire sue corde a' b' e . 

E da ciò si deduce chiaramente che 

Il sisiema 00* delle rette di S ha per corrispondente in S' t[ sistema delle 
cubiche gobbe obbligale ad appoggiarsi 2 volle a ciascuna delle linee {fonda- 
menlali) a' , b' , e', (co'). 

Analoghi risultati si avranno in S corrispondentemente ai piani ed alle rette 
di S'. 

5. La T 6 dunqu'i una trasrormazione (3,3) e di genere 1, perchè le super- 
ficie del 3® ordine del sistema omaloidico sono generali , e le loro sezioni piane 
sono di genere 1. È anzi una trasformazione (3 ,3) speciale, poiché in una tra- 
sformazione generale (3,3), studiata principalmente da Cayley (*) , Gre mo- 
na (*•) , Nòther (***) ecc., la curva fondamentale appartenente ad uno degli 
spazii S , S' è del 6® ordine (e di genere 3), mentre nel caso attuale della T essa 
si spezza in ciascuno dei due spazii in una cubica gobba e tre sue corde. 

6. Consideriamo un po' più attentamente gli elementi fondamentali di S. 

Sia M un punto di a : ai due piani òM , cM che si segano in una retta l dì 
u corrispondono in {b') , (e') due piani che si segano lungo una retta m', la quale 
si appoggia ad (to'), nel punto L' corrispondente alla /, ed alle rette 6', e e'. Al 
punto i\l corrisponderanno quindi tutti i punti della retta m'; e variando M sopra 
a, si avrà che 

Ai punti della retta fondamentale a corrispondono ordinatamente le gene- 
ratrici di una quadrica A' = b'c'(to') , che passa per b', e' e (to'). 

Analogamente ai punti di b, e, corrispondono rispellivamenle le genera- 
trici di due qnadrichc B'^c' a' (co') , r'^a' b'(to'). 

Mentre poi, come si è visto , ai punti della cubica fondamentale (io) corri- 
spondono le generatrici della quadrica u' ^ a' b' e'. 



(*) Proceeditigs of the London Mathemalical Society, v. 3, 1870. 
(**) Rend. Istituto Lombardo seri^ II voi. 4, 1871, — Annali di Matematica ^ 
voi. V. ecc. 

(•*•) Mathematische Annalen. Band. 3. 
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Le 4 quadriclie A',B',r' e n.' sono quattro superficie fundamcnlali di S'. 
Risultati analoghi si hanno in S corrispondentemente alle linee a\ 6', e' ed (io') 
fondamentali di S'. 

7. La superficie lacobiana del sistema omaloidico in uno dei due spazii deve 
essere una superficie dell'8° ordine, ma di essa fa pnrte ciascuna delle superficie 
fondamentali dunque 

La lacobiana del sistema omaloidico in uno dei due spazii S , S' si com- 
hone delle 4 quadrictie fondamenlali dello spazio stesso (•). 

E rintersezìone di una superficie del sistema omaloidico con la lacobiana 6 
poi costituita da una cubica e tre sue corde. 

8. Ad una ntta m di S corrisponde una cubica gobba (;j.') che si appoggia 
due volte a ciascuna delle linee fondamentali a' , b' , e', (to') di S'. Questa seconda 
parte può anche dedursi da ciò che i punti di appoggio corrispondono alle coppie 
di punti in cui m incontra le quadriche fondamentali di S (**). 

Sicché se la retta m è tdmjente ad una delle qtiadnche l'ondamentali di S, 
la corrispondenle cubica ([/.') tocclierà la linea fondamentale di S' che corrisponde 
a quella quadrica. 

Se poi la retta m ha con le linee fondamentali di S uno , o due jmnii in 
coìTiune, allora la corrispondente cubica si spozza o in una conica ed una retta 
che si appoggiano in un punto, oppure in tre rette, una delle qìuili si appoggia 
alle altre due sghembe Ira loro. 

9. Ad un piano 9 di S corrisponde una superficie F' del 3* ordine del sistema 
omaloidico di S'. Ai punti d'incontro di 9 con le linee fon<iamentaH a,&,c, (co) 
di S corrispondono rette della F', ossia essi sono i punti base della rappresen- 
tazione piana di F' su 9. La F' non avrà punti doppi, se 9 è qualunque. Se però 
9 è tangente ad una quadrica fondamentale, ad es. A , senza passare per alcuna 
retta fondamentale di S, esso conterrà una generatrice di A, e quindi tre dei punti 
d'incontro di 9 con a , ^ , e , (to) stanno per diritto, e la F' possederà un punto 
doppio nel punto corrispondente nella T a quella retta generatrice di A. 



(*; E siccome per ognuna delle linee fondamentali a' , 6' , e' , (io*) passano 3 
quadriche fondamentali, ne segna che la lacobiana ha le suddette linee come linee 
triple, il che è d'accordo col noto teorema delle trasformazioni : ogni linea, i**'" ^/cr 
U F' e segata dalle curve corrispondenti alle rette di S, è multipla secondo 4i— 1 per 
la lacobiana. Nel nostro caso è 2 = 1. 

(••) Tenendo conto dì questa osservazione possiamo dire che le cubiche ^ corri- 
spondenti alle rette m, che giacciono su di una superficie F' del 3* ordine e passano 
per un punto di essa, segano ciascuna delle linee fondamentali a , b' , e' , (io') in cop- 
pie di punti appartenenti ad una medesima involuzione . 
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Se 9 è langenlead una, a due o a Ire delle superficie fondamentali, la F' 
avrà in conseguenza uno, due o Ire punii doppi. 

Se poi 9 passa per una retta fondarnnnlalc, p. e, a, [a superficie corrispon- 
dente F' degenera in una quadrica fondamentale, la A', ed in un piaìio 9' di 
a' ; e 9 e 9' si corrispondono nella P^. 

Yi è anche di più che ira i punti di 969* intercede una corrispondenza 
quadratica. In fatti, se 9 sega b , e in Dq , Co e 9^ sega 6' , e' in Bq Cq', i fasci 
di ra^jgi (Bq) , (Oq) saranno rispettivamente proiettivi a (B/) , (Cq') , in virtù delle 
Pft,Pc, senza che al raggio B^ C^ corrisponda Bq'Co'. Si avrà quindi, costruendo 
tali coppie di fasci proiettivi, una nota costruzione della trasformazione quadratica. 

I punti fondamentali di questa in 9 sono Bo , Co e il punto D,, fuori di a in 
cui (to) è segata da 9 ; e in 9' sono similmente fondamentali Bq , Co' e il punto 
Do' fuori di (i' in cui 9' sega (w') 

A rigore però, ad una retta vi qualunque di 9 corrisponde nella T una cu- 
bica spezzata in una retta m', corrispondente al punto am, la quale sta fuori del 
piano 9', od una conica che si trova nel piano 9' , e che è la conica corrispon- 
dente alla retta m nella trasformazione quadratica suddetta. 

Sicché in questa trasforoiazione alla retta a corrisponderà la conica, secondo 
cui 9' sega la quadrica A'. 

10. Nella T ad una cun^a (y) di ordine m di S^ che non si appoggia ad 
alcuna delle linee fondamentali corrisponde una curva (7) dell'ordine 3ra, perchè 
un piano arbitrario \k' di S' sega (7') in tanti punti , quanti sono i punti comuni 
a (y) ed alla superficie del 3*^ ordine corrispondente a ji.'. 

Se poi (y) si appoggia h, volte ad a , h, volle a b , h, volte a e e h^ volle 
ad (oi), la curva corrispondente bi comporrà di h, -1- h2 f hg + h^ rette e di ìina 
curva residuale (7') deWordinc 3m — h, ~ h^- h, — h^; ed è chiaro che essa si 
appoggia 2m - h, — h, - h^ volte ad a', 2m— hj-h^-h, volte a b', 2ra-h4— h|-hj 
volte a e' e 2m - h, — hj — h, volte a (w'). 

Se (y) è piana, la (7') sarà situata sopra ima superficie del 3® ordine, e niente 
muta, ma se (y) è situata in un piano di una delle rette fondamentali , (Y) è 
pure piana , e le due curve si corrispondono pure in una corrispondenza qua- 
dratica. 

In particolare se (7) è una conica, può avere per corrispondente una retta , 
una curva degli ordini da 2 a 6. Naturalmente tutte queste curve, dal 3^ ordine 
in poi, sono del genere per il teorema di Ri e man, ed ammettono generazioni 
geometriche, analoghe a quelle di una conica per fasci proiettivi punteggiate 
proiettive. 

W. Ad una superficie F di S, di ordine n. che abbia a ,b , e ed (co) rispelli' 
vamente multiple secondo k, , k, , kj , k^ , corrisponde una superficie F' di ordine 
3n - 2k, - 2k2 — 2k3 - 2k4 , oltre le quadriche fondamentali che si staccano. 
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Questa superficie avrà a\b\c' e (di') come lìnee multiple. Determiniamone 
la multiplicità. La F sega A secondo una curva, che è incontrata da una genera- 
trice qualunque l di A in n - h^- k^ — h^ punti, poiché se [ si appoggia a fe,c 
e (w) in M , N , P , degli n punti d' intersezione di l ed F il punto M ne assorbe 
fc, , ed M , P ne assorbono rispettivamente h^ e k^. 

Sicché la retta a' è multipla per la F' soxondo n - kj — k, — k^. 

Analogamente per la F' le linee b',c', e (consono nvUtiple rispeltivamenle 
secondo n - k, - k4 — k, , n-k4-k, -k, , n-k| — k^-k,. 

In particolare si ha che 

Ad una quadrica arbitraria F^ corrisponde una F^' del 6^ ordine, con le linee 
fl' , 6' , e' e (to') come linee doppie. 

Se la F, passa per una delle rette fondamentali, p. es. a la V\' corrispon- 
dente, oltre la quadrica fondamentale A' che si stacca, ha la retta a' come doppia 
e le rinoanenti linee fondamentali come linee semplici. 

Se poi la quadrica F^ passa per la cubica (wì, la F/ corrispondente, oltre la 
u' che si stacca , avrà la cubica (io') come cubica doppia e a' , 6' , e' come rette 
semplici. 

Più in là ci occuperemo di queste tre superficie. 

12. Al piano alFinfinito di S (o di S') corrisponde in S' (o in S) una super- 
ficie del 3® ordine passante per gli elementi fondamentali di S' (o di S). 

Queste due superficie *«> e Y^ si diranno superficie limiti degli spazìi a cui 
appartengono. 

Esse possono servire a determinare la natura dei rami infiniti di una curva 
di S' (0 di S) di cui si conosca la corrispondente nelT altro spazio ; alla ricerca 
degli assintoti a questi rami ; e a determinare la immagine della sezione di una 
superficie qualunque di uno spazio, di cui si conosca la corrispondente nelPaltro. 

13. Siano ora S e S' sovrapposti. La T avrà allora degli elementi uniti. É 
facile trovarli. 

Se ci esiste un punto unito E , esso dovrà essere proiettato da a e a' secondo 
due piani corrispondenti nella proiettivicà P^ ; quindi dovrà trovarsi sulla quadrica 
0, generata dai due fasci proiettivi di piani. Analogamente dovrà trovarsi sulle 
quadriche ^ e x generate rispettivamente da (6) e (ò') , (e) e (e') riferiti secondo 
le proietti\ità P^ , Pg. 

Dunque la T avrà, in generale, otto punti uniliy i quali coslilaiscono il si- 
stema degli otto punti d' intersezione di tre quadriclie. 

14. Supponiamo sempre S e S' sovrapposti. Assumiamo una retta m e per 
essa conduciamo un piano o*. Questo, considerato come appartenente a S' segherà 
la superficie corrispon.lenlc in S secondo una curva del 3^* ordine (y) , tale che 
ogni punto di (7) ha per corrispondente un punto situato pure nel piano 9'. Al 
vjiriarc di 9' intorno ad m, la (7) genererà una superficie K,„ che diremo (iggiiuUa 
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ad m in S. I,a K^ è generata dalla intersezione degli elementi corrispondenti di 
due fasci proiettivi, Tuno di piani 9' e l'altro delle corrispondenti superficie F del 
3® ordine. 

Dunque : La superficie R^ , aggiunta ad ra in S , è del 4* ordine e passa 
per a , l) , e , (io) , m , per la cubica corrispondente ad in in S e per gli elemenli 
iiniti detta T. 

Le superfìcie K,,j costituiscono un sistema quattro volte infinito, che chiame- 
remo il sistema 6 di S. 

Analogamente vi sarà in S' un sistema 0' di superficie R^' del 4* ordine ag- 
giunte alle rette vi. 

Due superficie K^ e Rm', ordinatamente di e 6', aggiunte alla raedesìjna 
retta m, si corrispondono univocamente, e due punti corrispondenti sono sempre 
situati in un piano con m. 

15. Sia ora n un'altra retta, sghemba ad m. Le due superficie R„ e R,, ag- 
giunte ad m . n in S si segano in una curva i„ ,j , fuori de^li elementi fondamen- 
tali comuni, che diremo aggiunta alla coppia (m , n). 

É chiaro poi che le curve A,„ „ , aggiunge in S alle co;>pie (ra n) sono del 
10® ordine e si appoggiano quattro volte a ciascuna delle rellc ra,n, quattro 
volte ad ognuna delle rette fondamentali a,b,c e otto volte ad (io) (*). Esse 
passano pure per i punti uniti delta T. 

Analogamente vi sarà in S' una curva A\^,j, aggiunta alla coppia (wi , 71) che 
ha dei numeri analoghi a quelli della ^„,^. 

Le curve 1^ „ , A^ „ si corrispondono univocamente, e sono dello slesso ge- 
nere, e due punti corrispondenti sono situali sopra uua retta die si appoggia 
alle rette m . n. 

16. Se le rette m,n si appoggiano in un punto 0, la curva secondo cui si 
segano le superficie R,„ e K^^ sarà del 10® ordine, però essa si spezza nella cu- 
bica piana (7) situata nel piano miì , intersezione di questo piano con la super- 
ficie corrispondente in S , ed in una rimanente intersezione dei V ordine, la quale 
passa |)er ed e indipendente dalle rette m . n che si scelgono passanti per 0. 
La diremo cur\a aggiunta in S al punto e Tinlichcremo con Aq. 

La Aq passa per il punto od b il luogo dei punti M, i cui corrispondenti 
W sono per diritto con M e 0. Essa passa per i punti uniti della T. 



(*) Per questi ultimi risultati basta notare che , se w è 1* ordine di una curva 
semplice C„ comune a due superficie degli ordini ;j., v, indicando con r il rango di C^ 
e con h il numero dei punti doppi apparenti dì essa . il numero dei punti comuni 
alla C„ e all' intersezione residua delle due superficie è w (jjl 4- v - 2) — r, essendo 
r — n{n ì) - 2h — (Noether, Su^le curve mitltiple delle superfìcie algebriche. An- 
nali di Matematica. Voi. V). 
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I punti M' si troveranno sulla curva A'^ ajs^giunta ad in S'. Sicché k curve 
i^ fi Ao' sono prospellive col ccniro 0, e quindi sono dello slesso genere. 

Vediamo quante volte ciascuna di esso si appoggia ad ognuna delle linee fon - 
dumentali Consideriamo la Ao- J^oichè A^ e (y) costituirebbero la curva del 10° or- 
dine aggiunta alla coppia (m , n), ne segue che queste due curve , insieme deb- 
bono avere con le linee fondamentali di S tanti punti comuni , quanti si è visto 
nel n® precedente Ha (y) si appoggia in un punto a ciascuna delle a , 6 , e e in 
3 punti ad (io) ; dunque si avrà che 

La 1q si appoggia 3 volle a ciascuna delle velie a,b,c e S volle ad (w). 

Analogamente per la A^'. 

Vedremo in seguito, quando ci occuperemo del complesso generato dalla con- 
giuìigente due punti corrispondenti nella T, Timportanza delle superficie K,„ e delle 
curve Ao- 

il. Vogliamo notare ora una costruzione della T servendoci di spaziì a più 
dimensioni, analoga ad una costruzione notissima della trasformazione quadratica 
tra due piani non sovrapposti a e e'. 

Supponiamo, cóme è lecito, che S e 8' non siano sovrapposti, ed immersi in 
un 85 , ovvero aventi a comune una retta. Consideriamo in questo spazio tre S, 
che indicheremo con a, g, ^ indipendenti, cioè che hanno a due a due in comune 
una retta, e ninna di queste rette si appoggi ad S e S'. 

Assunto poi in S un punto M, questo punto sarà proiettato da a, §, y secondo 
tre S^ , i quali si segano tutti e tre in un piano passante per M e che si appog- 
gia ad a, ^, y. Questo piano segherà S' in un punto M' tale che i punti M , H' 
genereranno la T. 

Di vero, se M descrive in S una retta, gli spazii S4 che lo proiettano da a, 
^, 7 descriveranno tre fasci proiettivi che segati da S' daranno tre fasci proiettivi 
di piani, di cui gli assi sono le rette a', ò', e' dove S' incontra a, p. 7. Questi 
daranno con la intersezione di tre piani corrispondenti una cubica gobba , corri- 
spondente alla retta descritta da M. 

Gli elementi fondamentali in S saranno : 

l® le tre rette a, 6, e dove S sega a, p, y, perchè per un punto qualun 
que di una di queste rette uno degli S4 proiettanti risulta indeterminato. 
2* Una cubica gobba (io), ottenuta nel modo seguente. 
Si consideri in S' la quadrica determinata da a', b\ e' come direttrici. Le 
generatrici di questa quadrica saranno proiettate da (X, ^, y mediante tre fasci di 
S4 proiettivi i quali segati con S danno luogo a tre fasci di piani proiettivi (a) , 
ft). (e) che generano (w)' la quale ha quindi a, b, e come tre sue corde 
Analogamente si troverebbero gli elementi fondamentali di S'. 

18. É quasi inutile di osservare che parallelamente alla trasformazione accen 
nata ne va un'altra duale della prima. 

Assiinle in S tre punteggiate (a) , (b) , (e) e in S' tre altre punteggiale (a'), 
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(b') , (e') rispellivamenle pvoiellive alle prime ad ogni piano pi <it S si faccia cor- 
rispondere in S', il piano S' che unisce i punti corrispondenli a quelli in cui 
r sega ;i . b , e 

§2. 

Forinole della trasformazione. Alcuni casi particolari. 

19. Occupiamoci ora di trovare le formolo della T. 

Indicheremo con x^ le coordinate proiettive di un punto di S e con a?',- quelle 
del punto corrispondente di S'. Il tetraedro fondamentale A|AtA3A4 io S sia 
stato scelto In modo che due spigoli opposti siano le rette a = A, A^ e 6 = A, A^i 
e analogamente, essendo A/ Aj' A3' k^ il tetraedro fondamentale di S'. sia a' = A'jA'^ 
e 6' = A', A'j. Supporremo pure, come è lecito, che ai piani «,=0 , Xi=0 , ^,=0, 
a?4 = corrispondano ordinatamente a?/ = , oJj' = , co,' = , a?/ - 0. E Analmen- 
te ai piani U = 2ÌM,a?,=:0 e \=1vìXì=^0 di e corrispondano rispettivamente 
V'^ZUi'Xi'^i) e Y^Lv'iCo'ir^O dì e'. 

In tale ipotesi i fasci riferiti proiettivamente mediante le P^ , P^ , Pc sono dati 
dalle equazioni 

05, -f Xa?j = ^/ + XoCj' = 

aca + [^074 = a?,' + \kO0jJ = (1) 

U + vV = U' + vV' = 0. 

Eliminando tra queste equazioni X,[jl,v, si avrà 

^=^XiXi' -x^x^' ^0 

"V^x^Xj^'-x^x^'^O (2) 

X = UV'-VO' = 0. 

Le = Y = 0, x = sono le tre quadriche generate dalle tre coppie di 
fasci proiettivi assegnati. 

Si pongano ora, per brevità , 

*-£* ÌF_£1 y-^ 
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le (2); ìh virtù del teorema di Eulero, si potranno scrivere 

2 *i «j = 

IXiXi^O 



(3) 



Da queste si ricaveranno i valori proporzionali delle x^ che non sono altro 
che i determinanti del 3* ordine della matrice 



*1 ^t *J *4 

T, V, V, V, 
Xi Xa Xs Xi 



w 



sicché . introducendo 4 quantità X, , X, , X, , X^ , che resteremo indeterminate, 
potremo scrivere le formole della trasformazione (*) 



SD dD 8D aD 
0?, : X, : ìBj : x*-^ : ^ : ^ : ^ 



(5) 



avendo posto 



D = 



A| Aj A3 A4 

*l *2 *8 *4 
W, Y, ^, W, 

I Xi Xa Xa Xi 

Sostituendo poi a 0^ , V^, , Xc » valori delle derivate ricavate dalle (2), avremo 
x^ : a?2 : «3 : w^ = ce/ A' : x^ A' : a?,' B' : a?/ B' (6) 



essendo 



A' = ì}\ViX^' + v^x^') - Tiu^Xj^' + «4»/) 
B' = - U'(t?|aj,' + VaXtO + Y'Cw^a?/ + w^a?/). 



(•) Off. Nother. Ueber die eindeuiigen Raumtransformationen . . . Math. An- 
nalen B. 8. 

VOL, XXXI. 9 
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In questi valori di A' e 6' e in ciò che segue entreranno spesso dei binomii 
analoghi a quelli che moltiplicano U' e V. Per brevità, porremo 

[ih]„ =ViXi+ 1?» a?» , [ih],' = Vi a?,' + «» ac»' , 

(iA]p. = tj/a5, + u»'x» , [»ft]/ = t>/a7/ + t>»'a?»' 

e similmente per i binomii formati analogamente con le u. 
Sicché avremo 

A'= U'[34V-V'[34y 

B' = -D'[12V + V'[i2y. 

Volendo le formole della trasforraaziope inversa, basta procedere dalle (2) in 
modo analogo. Ponendo 



<b,' = 



d<l> 






k 


~dXy! 


A, Aj Aj h^ 

«»,' Oj' *,' <bi 




D' = 


y^, Y,' Y,' )P/ 

Xi' Xt' Xj' X«' 



si avrà 



ovvero 



con 



,_aD' d^ d^ d^ 






Avendo ancora la scelta di U V potremo sempliflcaro le (6), poiché potremo 
scegliere il tetraedro A| A2A3 A4 in modo che la e si appoggi agli spigoli opposti A1A4 
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e A^A,, e contemporaneamente la retta e' che si appoggi pur essa agli spigoli Af'À4' 
cAj'A,'. Però mentre per U=0,V=0 possiamo prendere i piani 114]„=0,[23]„=0, 
i piani D' = e Y' ^ non saranno più a nostra scelta per F arbitrarietà della 
proiettività P^. Sicché le formole della trasformazione inversa non si presentano 
ugualmente semplici, a meno che non sMntroducano i piani U, = e V, = a cui 
corrispondano i piani [i4]'„'=:0 , [23]V=0. Quindi lasceremo le formole come sono. 

19. Cerchiamo ora gli elementi fondamentali della T. Per un punto delle linee 
fondamentali di S', ad es. , si dovrà avere contempor^uieamente 

aC|'A' = , a?,'A' = , a?,'B' = . a)^'W = 

e quindi a7/ = e aE5,' = 0, o a;j' = e aj4' = ovvero A'--0 e B' = 0. Le prime 
due ipotesi ci conducono alle rette a'E=As'A/ e ò'^A/A^'i la terza alla retta 
c'(U' = , V' = 0) e ad una cubica (w') secondo la quale si segano A'=0 , B'=0, 
oltre la e'. Dalle espressioni precedenti di A' = , B' = noi vediamo che la (to') 
è la cubica generata dai tre fasci proiettivi 

[34]'„+fc[34y, = 

U' + &V' = 

giacché, eliminando A; tra la 1* e la 3* e la 2"" e la 3^ di questa equazione si ot- 
tengono A' = , B' = 0. E poiché gli assi dei fasci proiettivi sono rispettivamente 
a' 6' , e', si ha che la cubica (io) ha tre corde in a' , 6' , e'. 

Dunque il sislema delle linee fondamentali di S' è cosliluilo da una cubica 
((«)') e tre sue corde a' , b' , e'. 

Analogamente in S sono fondamenlali una cubica ((o) e ire sue corde a,b,c, 
E la (a>) è generata dai fasci proiettivi 

[34]^. + *[34V = 

20. Cerchiamo la lacobiana del sistema omaloidico di S'. Per un punto 
Hix^x^cc^x^ di una delle lince fondamentali di S deve aversi contemporanea- 
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mente 

X4), + ix^, + vx, = 

X<I>,+ |X^3 + VX3 = 

. X*, + [iy, + vx4 = 0. 

• E tra ì primi membri delle equazioni (3) vi sarà una relazione lineare , ov- 
vero i tre piani rappresentati dalie (3) (imma<{inando le Xi costanti) si segano in 
una retta m\ ciascun punto della quale corrisponde ad N. 

Il luogo di questa retta m' è la lacobiana di S'. Potremo trovarla facilnoen- 
te cosi. 

Ad un punto di a(x, = , 05^ = 0) o di 6(x3 = , x^ = 0) corrisponde chiara- 
mente per le (6) una generatrice di A' = , o 6' = 0. 

Sia M un punto di c(U = 9 , V = 0); sostituendo per le a?»- i valori propor- 
zionali (6) , si avrà 

[12r„A'-i.[34]'«B' = 
[!2]'^A' + [34r,B' = 
ovvero, sostituendo ad A' = , B' = i valori 

U'|H2]'„[34]',-[12r,(34]'J=0 

V'{[l2]'„[34y^-[12]'J34]'^|=0. 

Si avrà D' = , V = solamente per i due punti in cui e' si appoggia ad (cù'), 
ma allora il punto M su e sarà uno dei due punti in cui e si appoggia ad (co). 
Dunque ai punti della retta e corrisponderanno le generatrici della quadrica 

r' = [12rj34];-[12r,[34]'„ = 0. 

Finalmente ad un punto M di (w) corrisponderà una retta m', tale che per 
un punto Xx x^x^oOfJ di essa si abbiano 

B'i[34]V + /tl34]VI = 
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e poiclkò il punto M sopra ((o) non è uno dei punti d'incontro con a,b,c, a 
causa della sua arbitrarietà, saranno A' , B' , r' diversi da zero, e quindi 

[34]V + ft[34]V = 

|12]V + ^H2]V-0 

U' + A V = 0. 

Evidentemente la terza di questa equazione e conseguenza delle prime due ; 
e due qualunque di esse individuano due fasci proiettivi , che generano la qua* 
drica u' = a'6'c'. 

Sicché per la u' potremo ad es. scrivere l'equazione 

u' = [121V[34]V-Il2]V[3A]V-0. 

Dunque la lacobiana del sistema omaloidico di S' si spezza nelle quattro 
quadriche 

A'=:U'[34];-V'[341'„ = 
B'=:U'[12r„-Y'[12]'„ = 
r' = [12]'J34r,-.[l2r,[34]'„ = 
a'=[l2]Vl341V-[121V[34]V = 0. 

Ed analogamente la lacobiana del sistema omaloidico di S si spezza in 4 qua- 
driche, dì cui le equazioni sono simili alle precedenti. 

Avute cosi le principali formolo della t si potrebbe proseguirne lo studio per 
via analitica. 

21. Casi particolari. La trasformazione T ha una gran quantità di casi par- 
ticolari. Per trovarli si può partire da Que concetti diversi. 1.^ specializzando la 
posizione delle rette fondamentali a,b,c , a',b',c'; 2.® specializzando le pro- 
iettivìtà caratteristiche PajPftiPc- E si può ancora tener conto dell* un concetto 
e dell'altro. 

Sarebbe lungo, e poco importante del resto enumerarli tutti Tanto per darne 
degli esempii ne citeremo alcuni. 

22. La retta e si appoggi ad a e b e ta e' si appoggi ad a' , b' , essendo 
a,b e parimenti a' e b' sghembe tra loro. 

Scegliamo al solito per a e b gli spigoli A, A^ e A( A^ del tetraedro fonda- 
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mentale di S, e per e lo spigolo A1A4. Similmente in S' per a',ò',c' gli spigoli 
A'3 A\ , A'i A'j , A'j A'4. Supponiamo poi , come è lecito , che nella P^ ai piani 
a?, = , oj^ = corrispondano Xj' = , a;/ = ; nella P^ ad x, = . a?4 = corri- 
spondano 074' = 0, ^,' = 0; e finalmente nella P^ ai a?, = , x, = i piani 
U' = , V -. che avranno la forma [13]'^. ^ , [I31V = 0. 
Avremo allora 

X| + Xx^ = x'2 + Xa?'| = 

X3 + IXX4 = X'4 + JJLX'j = 

a?, + vx3 = i:3lV + v[l3]V = 

e le formolo della trasformazione saranno 

X, : 072 : Xj : a?4 = xj A' : x\ A' : x'4 B' : x', B' 
essendo 

A' = x'4[l3)V 

B'=a?',[13)V. 

Le quadriche A' = , B' = degenerano ciascuna in una coppia di piani : questi 
quattro piani costituiscono un tetraedro, di cui due spigoli opposti sono x'4 = e 
[13]V = ; 35,' = e [13]'^' = 0: gli altri 4 spigoli costituiscono la intersezione 
delle due quadriche. Una è la retta e', ovvero [13]V = 0, fl3]'„. = 0, gli altri tre 
costituiscono la cubica fondamentale (io) di S , che si spezza dunque nelle tre 
rette Xji'-.O , X4' = ; x,' = . [I3]V=0 ; ae'4 = , [131V = 0, di cui la prima si 
appoggia alle altre due sghembe tra loro. 

Si ha poi evidentemente 

r' = x\ x'4 = , iV = x', x'a ='0. 

Ad un piano qualunque di S corrispoftde in S' una superficie del 3^ ordine 
che passa per le 6 rette suddette : tre sono le a' , 6' , e' e tre altre quelle in cui 
degenera (u»')* Essa ha due punti semplici in A/ e A,' e due punti doppi in A^' A4'. 
Sicché 2 superficie del 3^ ordine corrispondenti a due piani di S si segano in una 
cubica gobba che passa per i punti doppi. 

Questi punti doppi sono due punti fondamentali di S' e ad essi corrispondono 
in S ordinatamente i piani del tetraedro fondamentale opposti ai vertici omonimi. 

Risultati analoghi si hanno in S. 

Se U' = e V = i^er una partiGolare P^ coincidono con x/ = . x,' = , 
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le forinole diventano 

«4 : X, : ajj : 074 = 05,' ce,' x^' : aci'* x^ : ce,' a?,' a?/ : »,' o?,'* 

con 

A' = aB/x4' r' =a?,'a?4' 

B' = a?,'a53' ii'^^ae/a?,'. 

Mentre la cubica (o)') degenera nelle rette 

«,' = a?/ = ; aj,' = 0?/ = ; a?/ = x,' = 

cioè due di esse vanno a coincidere con a' e ò'. Sicché il sistema omaloidico in 
S' è costituito da superficie del 3® ordino che passano per gli spigoli & ,b\ e' 
e toccano nei punti di a' il piano k^* k^ k^* e nei punti di ò' il piano k^^ k^ k^\ 
Se poi nella P^ ad X| = , x,=^ corrifipondono Xj'sO , X|' = le formolo 
della trasformazione diventano 

_ 1 . 1 , ! ^ I 

* * ' * X/ X,' X,' XjJ 

ovvero 

X, : X, ; X, : X4 = x,' a?,' x/ : a?,' x/ 0?/ : a?4' x,' x,' : x/ a?,' x,'. 

E saranno 

A' = x,'X4' r'=x,'a?4' 

B' =x/x,' a'=ir,'Xj'. 

Mentre la cubica (co') degenera nelle rette 

x,' = , X4' = ; x,' = , X3' = ; aj/sO , a?/ = 0. 

Ad un piano qualunque corrisponde una superficie del 3® ordine con 4 punti 
doppi in Aj'Aj'Aj'A/ e che passa per i 6 spigoli del tetraedro fondamentale di 
S'. I quattro punti doppi sono quattro punti fondamentali della trasformazione : 
ad essi corrispondono le facce deli* altro tetraedro, opposte ai vertici omònimi. 
Finalmente la lacobiana di questo sistema è costituita dalle 4 facce del tetraedro, 
ognuno contato 2 volte. 

A questo stesso caso speciale si giungerebbe pure supponendo che a b e e 
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a' b' e' costituiscano due triangoli ed al piano a b e non corrisponda in alcuna 
delle Pfl , Pft , Pc il piayio a' b' e'. 

23. Passiamo ad altri casi speciali, derivanti dallo specializzarsi delle proiet 
ti?ità caratteristiche ?« , P^ ♦ Pc- 

I fasci proiettivi corrispondenti possono essere sovrapposti , o prospettivi e 
nel primo caso anche involutorii Tra questi casi speciali rientrano le trasforma- 
zioni T involutorie, che tratteremo a parte nel § seguente. Noteremo solamente 
dunque , come un esempio , il seguente caso citato in fine di una memoria del 
Prof Montesano (*). 

Le coppie di fasci corrispondenti siano prospettive, e i piani di prospettiva 
coincidano in un solo X. il quale passerà per i punii aa' = A , bb'sB , cc' = C. 

La trasformazione T, che si ottiene ha il piano punteggiato unito X. Le qua- 
driche ^ , ^ , ex generate dalle coppie di fasci corrispondenti degenerano ognuna 
in 2 piani, uno dei quali è À. Sicché fuori di X ci sarà un altro punto unito iso- 
lato iirtersezione dei piani aa* = a, , 66' = a, , ce' = a,. 

I due iperboloidi I^a6c , l' = a'6'c' sono segati dal piano X in due coniche 
che indicheremo rispettivamente con cs' e*c3. Queste avranno in comune i tre 
punti ABC, sicché ne avranno un quarto D e per questo punto passeranno due 
rette l , {'. Tuna delle quali appartiene ad I e si appoggia ad a , 6 , e e T altra a 
r e si appoggia ad a' , 6' , e'. 

I punti della conica cs' (intersezione di X con I) sono punti di S' i quali cor- 
rispondono alle rette della quadrica 1, mentre i punti di a sono punti di S che 
corrispondono alle rette della quadrica V. Inoltre le rette t,l' sono tali che ad 
ogni punto di l (che si appoggia ad a , 6 , e) corrisponde un punto qualunque di 
V ; e viceversa. 

Sicché le due cubiche gobbe fondamentali (co) , (to') della T, nel caso attuale 
sono costituite la prima da cs ed (, e la seconda da a' e l'. 

Le quadriche fondamentali A' , B' , r' non degenerano e si ottengono proiet- 
tando rispettivamente dalle coppie 6' e e' , e' e a', a' e 6' i punti di o'. Esse 
passano per la (co'), la quale é costituita da cs' e 1'. La £i' poi è aneti* essa non 
degenere e non passa per (w'). 

Ad una retta qualunque m corrisponde una cubica gobba che si appoggia 
ad m nel punto mi. 

Ad un piano qualunque f corrisponde una superficie del 'i^ ordine che passa 
per la retta in\ , e che é quindi segato ulteriormente dalla superficie in una co- 
nica ({jl) Al variare di o intorno ad una retta m, la retta 9X descrive il piano X 
(che passa per a') e la conica (iJi) descrive una superficie del 3® ordine passante 
per a' 6' e' ed V. Cioè le superficie aggiunte alle rette di S S0710 del 3^ ordine. 



C) Sulle trasfortnatìoni univoche dello spazio che determinano un complesso qua- 
draiico di rette. Rend. Istituto Lombardo, serie II, voi. XXV, fase. XL 1892. 
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Le cin-ve A, , ngriiunle ai punti saranno allora cosliluile da curve del 
3* ordine passanti per 0. 

5 3. 

Trasformazioni T involutorie. 

24. Esaminiamo ora quando la T può essere involutoria, ed in quanti casi. 

Consideriamo prima d'ogni altro gli clementi fondamentali di S e S'. Ad una 
linea fondamentale di S corrisponde una quadrica fondamentale di S' ; a questa, 
se vogliamo che la trasforinazione sia involutoria. deve corrispondere nella T quella 
linea. Sicché gli dcnienU fondamcniuU di S dovranno coincidere con quelli di S'. 
Però possono coincidere in diversi modi. 

Anzitutto le cubiche (w),(w') debbono coincidere necessariamente, non es- 
sendovi altra linea fondamentale dello stesso ordine. Resta quindi a vedere in che 
modi a ,b ^c possono coincidere con a' , 6' , e'. 

Considerando le sei permutazioni di a' , 1/ , i/ si vedrà subito che è da ri- 
gettare che a^b^c possano coincidere rispcttìvanientc con 6', e', a' oppure con 
c',a',ò'; poiché nel l** caso, ad esempio, alla retta a corrisponde la quadrica 
A' passante per 6' , e' e (w'), ed alla medesima retta, considerata come elemento 
ò' di S' corrisponde la quadrica B che passa per a , e , (o)) , ma in ambo i casi 
la quadrica corrispondente deve essere la stessa ; dunque a ,b , e , ed (to) dovreb- 
bero appartenere ad una medesima quadrica, il che non è possibile. 

Restano quindi quattro permutazioni di a',//, e'. L*un*i a' 6' e' coincidendo 
con aòc può dare, come ora vedremo un tipo di trasformazioni involutorie. Le 
rimanenti tre 6' a' e' , a' e' 6' , e' ò' a' . coincidendo ciascuna con aòc daranno 
sempre trasformazioni di uno stesso tipo Cioè una delle rette fondamentali di S , 
per es. a , coincide con la sua omonima a' e le altre due b , e nel coincidere con 
6' e e' s' invertono. 

25. Consideriamo il primo tipo che si ha quando gli elementi fondamentali 
coincidano nel modo indicato a = a' , ò = 6' , c = c' , (to) = {io'). 

Due punti che si corrispondono in una di tali trasformazioni involutorie o 
giacciono in uno stesso piano con una delle rette fondamentali, o sono proiettali 
da essa mediante due piani che si corrispondono involutoriamente. Cioè le proìct- 
tività caratterìittiche della T possono essere o delle idenlUà o delle involuzioni. 

Se tutte e tre sono delle identità, la T sarebbe essa stessa una identità , il 
che escludiamo. Dunque : 

Il primo tipo di trasformazioni T involutorie darà Ire specie : 

a) Le proieltiviià caratteristiche sono tre involuzioni J^ , i^ , J^. 

fi La prima J^ è una identità e le altre due sono involuzioni. 

VOL. XXXI. 10 
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Tf) Le prime due J^ , J^ sorto identità e la terza una involuzione. 
11 2» tipo di trasformazioni involutorie si ha quando a = a' , 6 = e' , c^b\ 
(ci))^(wO. In tal caso le due proiettività Pj , P^ coincidono, poiché un piano di 
b , sia che si considera come appartenente a S che ad S' deve avere lo stesso 
piano corrispondente passante per b' = c. Sicché 

Il secondo tipo di trasformazioni T involutorie darà due specie 

S) Inlorno alla retta a i piani corrispondenti danno una involuzione J^. 

£) I suddetti piani costituiscono una identità. 

Le 5 trasformazioni T involutorie considerate in a) , P) , T) , 8) e e) le indi- 
cheremo con Ta . Tp , T^ , Tg , Tg. 

^6. Occupiamoci della T^^. 

Gli elementi uniti (doppi) sono dati dairintcrsezionc dei piani doppi dì J^, con 
quelli di J^ e quelli di J^. Si hanno cosi 8 punti uniti, che si possono considerare 
in tre modi diversi formanti due quadrangoli in due piani doppi di una delie tre 
involuzioni. 

Le 12 rette^ secondo cui si segano i piani doppi di due delle involuzioni 
suddette^ saranno rette unite di T^. Ognuna l di queste rette ha per corrispon- 
dente una cubica spezzata in tre rette, di cui due corrispondono a due punti fon- 
damentali» e la terza che veramente corrisponde a tutti i punti di f, coincide con 
l stessa. 

Inoltre sopra ciascuna delie rette unile i punii coniugati in T^ formano una 
involuzione, di cui i punii doppi sono due degli otto punti uniti di T^^. Se una 
di tali rette unite proviene dalla intersezione di un piano doppio di J^ con un 
piano doppio di J^ , la involuzione di punti appartenenti ad essa é la sezione di 
J^ con la retta. 

É ovvio notare che i 6 piani doppi di ìa^hf h ^^^<^ piani uniti della T^. 

Due piani o , o* appartenenti ad una delle rette fondamentali per es. a, con- 
iugati in lai si corrispondono in corrispondenza quadratica, nella quale risultano 
fondamentali i punti d* intersezione fuori di a di o e o' con le rimanenti linee 
fondamentali. Due coniche (cs) , (ss') situate in o , o' e corrispondenti alia retta 
a=^a* i appartengono alla quadrica A' e segano a in due coppie di punti AB,À'B' 
che si corrispondono nella trasformazione quadratica. Sicché , indicando con 
LMN , L'M'N' le due terne di punti fondamentali corrispondenti, si hanno le tre 
relazioni di proiettività 

L(MNAB)aL'(N'M'A'BO , M(NLAB)aM'(L'N'A'B') , N(LMAB)aN'(M'L'A'B'); 
e quindi per le due coniche corrispondenti esisterà quest*ultima relazione 

LMNABaL'M'N'B'A'. 
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Se sulla quadrica A' facciamo corrispondere le coniche (a) e (a') si avrà 
una involuzione , ia cui ci sono due coniche unite, ottenute dair intersezione di 
A' con i piani doppi di J^. Sopra ciascuna di queste coniche ci sono 4 punti uniti 
della T^. 

In uno ic dei piani doppi di J^ la T^ determina una trasformazione involutoria 
di Steiner (di classe 1) Ad ogni punto M di ic corrisponde il punto H' d'in- 
contro delle polari di M rispetto alle coniche degeneri sezioni di i: con j^ e J^.. 

In un piano qualunque 9 dello spazio ci è una curva (7) del 3^ ordine inter- 
sezione di 7 con la superficie F' corrispondente. Questa curva è una curva unita, 
perchè contiene il corrispondente di ogni suo punto. 

Facendo variare 9 intorno ad una retta m , la curva (y) frenerà la K^ , la 
quale coincide pure con la R'^ e passa per a , 6 , e , (co) ed m. Le coppie di punti 
coniugati situati sopra K^ stanno in un piano di m. 

Parimenti coincideranno le curve /i^n ^ ^ m,»* ^tggiunte ad una coppia di rette 
(m,n)j in una sola curva del 10^ ordine, che conterrà quindi i punti coniugati 
di tutti i suoi punti, e due tali punti coniugati sono situati in una retta che si 
appoggia ad m e ti. 

Similmente le curve Àq ^ ^0' coincideranno in una sola e le coppie di punti 
coniugati stanno per diritto con : ovvero la Aq è doppiamente proiettata dal 
punto 0. La 1^ è del V ordine e passa pel punto 0. 

La suddetta trasformazione T^^ può pure immaginarsi ottenuta cosi : si con<- 
siderino ire quadriche J^ , J^ , Jc spezzale ciascuna in tuia coppia di piani ^ e ad 
un punto M dello spazio si faccia corri$pondere il punlo W d* intersezione dei 
piani polari rispetto alle tre quadriche : i punti M e M' generano la T^j. 

Sicché altre proprietà di questa trasformazione si possono ottenere conside- 
randola come caso particolare dell'altra che fa corrispondere ad un punto qua- 
Ipque H dello spazio il punto di intersezione dei piani polari di M rispetto ad 
una rete di quadriche (*). 

Nel caso della T^^ la rete è speciale e definita da Ja , i^ , J^ 

Cosi ad es. ai punti di una reità l corrispondono i punti di una cubica gobba; 
inoltre (e polari della reità 1 rispetto alle superficie della rete sono le corde 
(iella cubica (k') corrispondente ad 1. 

Le superficie della rete di quadriclie tagliano una retta qualunque situata 
su l'una di esse, e in particolare ciascuna delle rette a , b , e, secondo coppie 
di punti di una involuzione, i cui punii doppi sono coniugali rispetto alla rete. 

1 punti di un piano hanno per coniugati i punti di una superficie del 3^ or- 
dine che passa per gli clementi fondamentali di I'. Inoltre questa superficie con- 
tiene anche i poli dei piano rispetto a tutte le superficie della rete , come pure 
i vertici di tulte le superficie coniche contenute netta rete. 



(*) Bey e. Geometrie der Lage Bd. II. 
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E quindi i vertici di lufle le superficie coniche del secondo ordine conlenule 
nella relè sono siUiali sulle linee fondamentali di T^ ; cioè la curva nodale della 
relè è cosliiuila dalle rette a , b , e e dalla cubica gobba (co). 
E cosi via. 

51. Passiamo ora alla T^. 

In questa si ha intorno al a = a' una identità e intorno a b e e due invo- 
luzioni J^ , J^. 

Sicché si avranno quattro rette tulle di punti uniti , intersezioni dei piani 
doppi di Ift e J^. Esse sono in generale sghembe con a, e ciascuna di esse si ap- 
poggia a 6 e e. 

In ogni piano t: di munito, ma non di punti uniti la T^ determina una 
corrispondenza quadratica involntoria, di c/asse I ( 'i Steiner) i cui quattro 
punti uniti sono i punii in cui k sega le quattro rette di pitnti uniti. Ciò è 
evidente se si nota che il fascio di coniche base di questa corrispondenza è dato 
dalle due coniche degeneri rappresentate dalla sezione di t: con J^ e J^- 

Invece in ognuno it dei piani doppi di J^ (o di J^) si ha pure una trasforma- 
zione quadratica involuloria, ma di ciasse znro, cioè una particolare inversione 
quadrica di Hirsl (*). Di vero sia a^ la conica degenere sezione di J^ con z, e 
sia X^az Ad un punto M di t: corrisponderà in T^ il punto W di r recìproco 
di M rispetto a zs^ ed allineato con M ed A. Ad una retta qualunque di i: corri- 
sponde in Tt una conica passante per A e che tjcca nel punto C=ctc la polare 
di A rispetto a 83^. In sostanza in k sì ha una di quelle trasformazioni quadra- 
tiche in cui due punti fondamentali si avvicinano indefinitamente nella direzione 
della polare di A sino a coincidere con C. li che del resto era evidente , osser- 
vando che ì piani doppi di J^ incontrano e nei due punti ove (co) si appoggia a e. 

La Tq può pure immaginarsi ottenuta così: date duo. quadriche degeneri J^, J^, 
ad un punto qualunque M si faccia corrispondere il suo reciproco W rispetto al 
fascio individuato dalle due quadriche , che giaccii con H in uno stesso piano 
di una retta fissa a. 

Ovvero, ciò che è io stesso, si può supporre generata dalle coppie di punti 
reciproci rispetto ad un fascio di quadriche speciali, situate sopra i raggi di un 
complesso speciale. 

In ogni piano 9 dello spazio ci ò una curva unita (7) del 3^ ordine, e su di 
essa 4 punti uniti nei punti d'incontro di 9 con le 4 rette di punti uniti. Variando 
9 intorno ad una retta m, si ha che la superficie R,„ passa, oltre che per a,b,c,(io) 
ed m, anche per le 4 reite unite. 

Due superficie K^^ , K„ sì segano in una curva del 6* ordine, oltre le quattro 
rette unite ; vale a dire che le curve A„ „ , aggiunte alle coppie (m , n) sono 
del 6^ ordine. 



(*) Annali di Matematica 1* serie t. 7. 
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Se poi m , n s'incontrano in un punto (e giacciono in un piano o) la curva 
A^^ si spezza in due cubiche : Tuua piana, ed è la curva unita giacente nel piano 
g; l'altra poi, dovendo essere doppiamente proiettata da 0, dovrà essere pure 
piana. 

Dunque le curve A^ sono curve piane del V ordine. 

28. Occupiamoci della T^. 

In tal caso intorno ad a e 6 ci sono due identità e intorno a e Tinvoluzione J^. 

/ due punii doppi di J^ sojio due piani di punii uniti della 1^. 

Inoltre in ognuno t: dei piani di a (o di b) si ha una particolare Irasfor- 
mazione quadratica di Ilirst , nella quale due punii fondamentali sono infini- 
tamente vicini al ìHinto dove ti sega e, in direzione della polare del punto Ttb=:B 
rispetto alla conica degenere intersezione di ir con 1^. 

E da notare che nella T^ ciascun punto della e ha per corrispondente una 
generatrice della quadrica ^ = abc. Come pure sono fondamentali le due rette 
s , / che si appoggiano ad a , 6 , e giacenti nei piani doppi di J^. Dunque la cubica 
(oj) 8i spozza nelle tre relle e , s , t. 

In due piani coniugati g , e' di J^ si ha una corrispondenza quadratica, nella 
quale sono uniti tutti i punti di e ; e le rette che uniscono i punti corrispondenti 
appartengono alla congruenza di i*^ ordine e di i^ classe , di cui gli assi sono 
a e b. 

Sicché la T^ può immaginarsi costituita dalle coppie di punti reciproci ri- 
spetto ad una quadrica degenere J^., e giacenti sopra relte di una congruenza 
di l*^ ordine e di ì* classe. 

Un piano qualunque 9 sega J^ secondo due rette di punti uniti. La superficie 
Fj corrispondente a 9 passerà prr queste rette. Essa ha evidentemente una retta 
doppia nella e ; ovvero ogni piano 9 è bitangente alla superficie corrispondente 
uei punti a9 , bf. 

AI variare di 9 in un fascio (m) due delle rette d'intersezione di 9 e Pj ge- 
nerano i due piani doppi di J^ , quindi la terza genererà un iperboloide I,^, che 
passa per a , 6 , m. Cioè la superficie K,^ aggiunta ad m è cosiiluita, oltre due 
piani che si staccano, dal C iperboloide I,„^a6m. 

L'iperboloide I^^ non passerà, in generale, per s e /, per alcuna di esse, 
se non nel caso che m si appoggia ad entrambe, ad una di esse. 

Da ciò segue subito che se due rette m , n sono entrambe sghembe ad s e t 
la curva A„ „ sarà costituita dalla coppia di rette che si appoggiano ad a,b,m,n. 

Se m ,n si appoggiano entrambe ad una sola delle s , ( , la à^^^ sarà costi- 
tuita da una sola retta , distinta da s f. E se finalmente m , n si appoggiano 
entrambe ad s e ( , non vi saranno coppie di punti coniugati distinti che giac- 
ciono in un piano con ciascuna delle m , n. 

Analoghe considerazioni valgono per la Aq ; cioè se il punto è ad arbitrio 
la Aq è una retta che possa per e si appoggia ad sl e b. Se poi giace in 
una delle retto s,t, non ha curva aggiunta. 
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29. Passiamo ora alle trasformazioni involutorie del 2^^ tipo; vale a dire a 
quello in cui si ha a = a' , b^c' , c = b'. Comincianiio dalla Tg, intorno ad a vi 
sarà una involuzione J^. 

Ad un piano qualunque [jl di 6 , sia che si considera come piano del fascio 
(ò) di S sia come piano del fascio (e') di S' deve corrispondere uno stesso piano 
ix' di (6')» ovvero di (ci, essendo già coincidenti le quadriche B'Ea'c'(w') e 
r = a6(io). Sicché come si è notato, le due proiettività caratteristiche P^ e P^ 
coincidono. 

l.a intersezione \L\k' è una retta unita ; e quindi la T^ possiede una quadrica 
di rette unite, ma non di punii uniti. 

Di un punto M di questa quadrica il corrispondente si troverà come nella 
T^ con<hicendo la generatrice m di che passa per H e trovando poi il coniugato 
armonico M' di H rispetto ai due punti in. cui ni sega i piani doppi di J^. 

Per trovare poi di un punto qualunque M il corrispondente, si appoggia prima 
a 6 e e la retta m che passa per M, si trovi di questa la corrispon lente m'.ed 
il punto M' in cui m' incontra il piano coniugato ad aH in J^ sarà il punto cor- 
rispondente ad H. 

Si noti che le rette m , m' sono due rette polari rispetto alla quadrica 4>. 
Sicché la Tg può immaginarsi costituita dalle coppie di punti giacenti conlem- 
poraneamente sulle rette polari di die si appoggiano a b e e e nelle coppie 
di piani coniugati dell' involuzione J^. 

I piani doppi di J^ secano <l> in due coniche di punti uniti; dunque sopra <b 
ci sono due coniche di punii uniti (a,) , (csj) cne sono il luogo del punii dopii 
delle involuzioni di punti coniugali giacenti sulle generatrici di <t>. 

Inoltre in un piano doppio di J^ si ha una corrispondenza quadratica di Hi rst, 
generale, cioè con una conica di punti uniti, di cui il polo Asso è il punto d'in- 
contro, fuori di a del piano doppio con (io). 

In un piano qualunque 9 dello spazio ci sono 4 punti uniti nei punti d* in- 
contro di 9 con (c3() , (c3t). Sicché questi punti e i punti in cui 9 incontra a, b,c 
ed (co) costituiscono 10 punti di una curva del 3® ordine. 

Le superflcie K^^ del sistema 6 aggiunte alle retce m, passano per (a^) e (a^), 
sicché due di esse K^ , K„ s* incontreranno fuori di queste curve e fuori delle linee 
fondamentali in curve del 6* ordine ; e quindi le curve A„ „ sono del 6® ordine. 

Se m,n s'incontrano in un punto queste curve si spezzano in due cubi- 
che , una situata nel piano mn , e l'altra doven lo essere doppiamente proiettata 
dal punto 0, dovrà essere pure piana ; sicché (e curve io > aggiunle ai punti 
sono curve piane del 3" ordine passanti per 0. 

30. Consideriamo finalmente la T^ derivante dalle T^, quando intorno ad 
a = a' ci sia un'identità. Ed é chiaro che la guadWca generata dai fasci cor- 
rispondenti proiellivi (b) , (bO è tulla di punti unilù 

La cubica ((o) degenera in tre rette : due sono quelle che passano per i punti 
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dove a incontra <b e si appoggiano a 6 e e e che indicheremo con k^ e k^ q la 
terza k^ si appoggia a A;| e k^. 

In ogni piano a di a la T^ determina una corrispondenza quadratica di Hirst, 
generile, con una conica di punti uniti neirintersezione di a con 4». Se in o ti- 
riamo le tangenti nei punti B,C. dove a incontra b e e, queste tangenti s* in- 
contreranno sulla k^ nel punto P che è il polo dell* inversione quadrica. Si ha, 
variando a, così un modo di costruire per punti la ft,. 

Analogamente alla T^ , si ha che la T^ può oUenersi coslUuila dalle coppie 
di punti situali sopra due rette polari di ^, c/ie si appoggiano a b e e , e già- 
centi in un piano detta retta a. 

In un piano qualunque 9 dello spazio ci è una conica di punti uniti , e la 
superficie F' del 3® ordine corrispondente a ? passa per questa conica ed è segata 
ulteriormente da 9 secondo una retta che passa per i punti d'incontro di 9 con 
a e A-| (che non giacciono sulla conica suddetta). 

Sicché la superficie K^j aggiunta ad una retta m si spezza nella quadricv 
^ ed in un iperboloide l^sak^m. 

Due iperboloidi I„ , !„ aggiunti alle rette m , n si segano fuori degli elementi 
fondameotali in 2 rette che sono le rette che si appoggiano alle quattro rette 
Qjk^ ^m , n. 

Quindi* le curve A„ „ sono costituite da coppie di rette. 

Finalmente la à^ , aggiunta ad un punto , è costituita dalla reità che 
passa per e si appoggia ad a e k,. 

54. 

Enti generati da S e S'. 



COMPLESSO. 

31. Le 00^ rette che congiungono i punti di S con ì loro corrispondenti di 
S' nella T formano, in generale, un complesso C , che può anche definirsi come 
r insieme delle rette che» considerate in uno spazio, incontrano le curve corrispon- 
denti neir altro. 

Il grado di C si otterrà senz'altro dalla considerazione della curva A^ , ag. 
giunta in S ad un punto 0. Essa è una curva del 1^ ordine, che passa semplice- 
mente per 0. Si è pure notato che la V» aggiunta ad in S', è prospettiva a Ao 
col centro di prospettiva, e le coppie di punti corrispondenti su di esse sono 
punti che si corrispondono nella T. Sicché il cono di vortice e che proietta una 
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dello duo curve, sarà il cono del complesso di vertice 0. Quindi il complesso C 
è di 6® grado. 

Cosi pure, se ? è un piano qualunque dello spazio , in esso vi saranno due 
curve del 3® ordine y_, e y , intersezioni di 9 rispettivamente con le superflcìc 
F'_, e F' corrispondenti a 9 in T"* e T. Le 7., e y si corrisponderanno punto a 
punto, in virtù della T, e le congiungenti le coppie di punti corrispondenti (che 
sono rette del complesso) inviluppano una curva della 6* classe. 

Se però la trasformazione T fosse involutoria. del tipo T^, cioè solo con punti 
uniti in numero Anito, il complesso si abbassa a grado metà ; perchè, ad cs. la 
io (che coincide con la A/) è doppiamente proiettata dal punto 0, ossia il com- 
p/es.so Cfl^, generalo dalla Tg^, è del 3® grado. 

3'2. Tutte le A^ passano per gli 8 punti uniti della T, dunque tutti i coni di 
C passeranno per essi. Sicché 

Il covìplesso C possiede olio slclle di raggi [V,] , [Vj] , . ..[Vg], i cui cenlri 
sono gli olio punii d'inlersezione di ire quadriclip. Questi punti si diranno punii 
principali di C. 

In un qualunque piano passante per uno \\- dei punti principali, i raggi del 
complesso costituiscono il fascio (V,) ed un inviluppo di 5' classe. Sicché nel piano 
V,. \\ V, costituiscono tre fasci di raggi ed un inviluppo di 3* classe. 

Se si tratta di C^, nel piano V^V^V^ si hanno 3 soli fasci di raggi (V,),(V^),(V|ì. 

1 punti delle linee fondamentali di T poi sono tali clìe il cono dei complesso 
che ha il vertice in uno di essi degenera, nel senso che da esso si stacca un fascio 
di piani ; e propriamente quello che unisce il punto assunto con tutti i punti della 
retta corrispondente ad esso. Questi punti si diranno invece punii singolari di C. 

Conduciamo per V< la retta l che si appoggia in due punti a due lineo fon- 
damentali di*S. 

Alla I corrisponderà una retta l\ oltre due rette fondamentali che si staccano. 
La U si appoggerà anciressa a due 'linee fondamentali di S'. Le punteggiate cor- 
rispondenti (0 , (i') , oltre ad essere proiettive , sono di più prospettive, perchè 
V,. è punto unito. Sicché il piano W è un piano singolare del complesso , ed il 
centro di prospettiva è un punto singolare. 

Si avrà quindi che per nn punlo principale V,. paesano 1 piani singolari di C. 

33. 11 complesso C possiede una congruenza Q di rette doppie, cioè di rette 
su ciascuna delle quali ci sono due coppie di punti corrispondenti. L'ordine e la 
classe di Q si calcoleranno facilmente essendo rispettivamente il numero dei raggi 
doppi di un cono di C, e quello delle tangenti doppie di una curva di C. 

Alla congruenza Q appartengono però le tre superflcie , V , x generate ri- 
spettivamente dai fasci di piani proiettivi (a) e (a' j , (6) e (6'). (e) e (e') 

Di vero se { è una generatrice di 0, intersezione di 2 piani corrispondenti di 
a e a', proiettando da (6) e (e) i punti di l e trovando i piani corrispondenti in 
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(V) e ((/) si determineranno su ( due punteggiate proiettive i cui punti uniti L', M' 
corrisponderanno ordinatamente a 2 punti L , M situati sulla l stessa. 

Per ogni punto P, o per ogni piano tangente tt, delle superficie *,^,x> »^ 
cono, l'inviluppo, dei raggi del complesso C ammette per raggio doppio quella 
generatrice di * , Y , o x, che passa per P, o giace in ir. Sicché le tre superficie 
sono singolari per C. 

Nel caso del complesso C^ , generato dalla 1^ , la congiungente t?^„ due punti 
principali V| e Vm è una retta ancora più speciale, perchè essa ha infinite coppie 
di punti corrispondenti (i quali costituiscono una involuzione di punti doppi V^V^). 
Essa dunque è tale che il cono de! complesso, avente il vertice in un suo punto 
qualunque, la contiene sempre come raggio doppio. 

34. Ad un punto qualunque H di S si faccia corrispondere il raggio m che 
lo unisce al punto corrispondente M'; si verrà cosi ad avere una corrispondenza 
univoca e prospettiva fra i raggi di C e Io spazio punteggiato S. 

Elementi eccezionali per la corrispondenza sono in S le linee fondamentali e 
i punti principali V< e nel complesso C le rette doppie. 

35. Se il punto M descrìve in S una retta {, il punto corrispondente W de- 
scriverà una cubica gobba (X') proiettiva alla punteggiata e la congiungente due 
punti corrispondenti genera una rigata di 4® ordine ; poiché, proiettando da una 
retta r i punti corrispondenti, si ha intorno ad r una corrispondenza (1 , 3) che 
ha quattro piani uniti. 

Sicché alle relle di S corrispondono rigale di 4^ grado di C. 

36. Se il punto M genera in S una curva (y) dell'ordine n , e per più gene- 
ralità snpponiamo che (y) si appoggi /i, volte ad a , /)| volte a b Ji^ volte a e 
e A4 ad (w) , la corrispondente (V) sarà dell'ordine 3n-ftj — h^ — /13- /I4. Per 
trovare l'ordine della rigata che si ha dalia congiungente due punti corrispondenti, 
sia r una retta qualunque e RV la superficie aggiunta ad r in S'. I punti comuni 
a (y') e R', fuori dei fondamentali, osservando che la (y') si appoggia Sn-fta-Z/j-A^ 
volte ad a , 2a - /I3 —.A4 - A, a 6 , 2/i — A4 - A^ - A^ a e e 2n — A, — Aj - A, ad 
(w) , sono fatte le riduzioni 4n — A, — A» — A, — A4. Sicché V ordine della rigala 
corrisponderne a (y) sard 4n — h, — h^ — h, - h4. 

37. Ad un piano 9 di S corrisponde in S' una superficie F' del 3® ordine. La 
congiungente i punti corrispondenti fuori dei fondamentali genera una congruenza Q^ . 

L'ordine di questa si ottiene cosi. Assunto un punto 0, sia A'o la curva ag- 
giunta ad in S'. Questa sega la superficie corrispondente al piano cp in 21 punti, 
ma 14 sono i punti comuni a A'o ^^ ^I^^ 'i^^^ fondamentali a', 6', e', (to'); dunque 
rordme della congruenza Q^ corrispondente a f è 7. 

La classe si trova poi facilmente. In fatti un piano qualunque sega f in 
una retta. A questa corrisponderà una cubica in S', che ha con 3 punti comuni 
i quali daranno tre rette della congruenza contenute in a. Quindi la congruenza 
Q^ é della classe 3. 

VOL. XXXI. 11 
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38. In generale, ad una superficie F di ordine n, che passa fe, Tolte per a^k^ 
volte per b , A^ volte per e e ^^ per (w) corrisponde in S' una superficie F' del- 
l'ordine 3n - 2/f| - 2fcj - 2^3 - ^k^. 

Indicheremo con Qp la congruenza delle rette che uniscono i punti corrispon- 
denti fuori dei fondamentali di F e F'. Osservando che F' ha a' multipla secondo 
n — k^-^k^- k^ , 6' secondo n - fc, - fc^ - fc, , e' secondo n-k^ — &, — k^ e (w') se- 
condo n-k^-Jc^—k^; e che A'© si appoggia 3 volte a ciascuna delle a', 6', e' e 
5 volte ad ((o'), si troverà, cercando i punti comuni fuori delle linee fondamentali 
ad F' e A'o , die l'ordine della Qf è In - ^k^ - 3ft, - 3^8 - Sk^. 

La classe si otterrà trovando T ordine della curva corrispondente alla curva 
d'intersezione di un piano qualunque a con F; si avrà cosi che la classe della 
Qf è 3n " k, - k, - kg - Sk^. 

39. Nella rappresentazione del complesso C sopra S vi sono le linee fonda- 
mentali a , 6 , e , (io). 

Una retta fondamentale, a per es., non rappresenta più una rigata del com- 
plesso, ma una congruenza Q^, che analogamente a ciò che si è detto si trova 
di ordine 3 e di 1' classe. 

Invece la cubica (w) rappresenta una congruenza Q^, di ordine 3 e classe 3. 

40. Per ciò che si è detto nella T le superficie K^ e K',^ hanno i punti che 
si corrispondono uno ad uno, e le congiungenti i punti corrispondenti delle due 
superficie si appoggiano alla retta m. Quindi la intersezione del complesso C con 
un complesso speciale di asse m è (a congruenza formala dalle rette che uni- 
scono i punii corrispondenti delle due superficie H^ e R',^. 

Sicché abbiamo ancora che 

Alle congruenze intersezioni di C con i complessi speciali corrispondono in 
S le superficie K„. 

41. Se in vece di un complesso lineare speciale si prendesse un complesso 
lineare qualunque, questo e il complesso C hanno in comune una congruenza, alla 
quale corrisponde in S una superficie £. Per trovare Tordine di questa superficie, 
basterà trovare il numero delle rette si del complesso lineare , che di C , che si 
appoggiano ad una retta m. Alla m corrisponde la coniugata m' nei complesso 
lineare, tale che tutte le* rette che si appoggiano ad m si appoggeranno ancora 
ad m'. Nel complesso C le rette che si appoggiano ad m si appoggiano ancora 
alla cubica ({x') corrispondente ad m. Ora se da m proiettiamo due rette che si 
appoggiano in uno stesso punto di m una appartenente a C e l'altra al complesso 
lineare, i due piani corrispondenti generano una corrispondenza (1,3) che ha 4 
piani uniti. 

Dunque V intersezione di C con complessi lineari qualunque è rappresenfafa 
in S da una superficie £ di 4^ ordine , che passa per i punti uniti della T e 
co7i/{ene come linee semplici le linee fondamentali a , b , e e (io). 

4*2. Il complesso C e due complessi lineari qualunque hanno in comune una 
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superficie rigata, che è la superficie generata dalle rette di C che si appoggiano 
alle direttrici nfifii della congruenza determinata dai due complessi lineari. 

Ma noi sappiamo che le congiungenti i punti corrispondenti della T che si 
appoggiano alle rette m^n congiungono i punti della i^ „ ai punti corrispondenti 
della A'„,n- Dunque in S le curve ^„^^ rappresenlano le intersezioni di C co?i 
2 complessi lineari. 

Finalmente C e ire complessi lineari qualunque hanno in comune tanti raggi 
quanti punti d'incontro variabili e uon fondamentali hanno tre superficie 2), 
ossia i2, 

43. Ci slamo occupati dei complesso C generato dalla congiungente due punti 
corrispondenti di S e S' nella trasformazione T. Diciamo ora qualche parola sui 
complessi generati dalle trasformazioni involutorie. 

La T^ genera un complesso C^ di 3^ grado ; perchè, come si è notato, le due 
curve Ao e A'q del 7^ ordine passanti per coincidono in una sola Aq che è dop- 
piamente proiettata dal punto mediante un cono del 3^ ordine. 

Gli elementi uniti (doppi) di T^ danno luogo ad elementi fonlamentali o prin- 
cipali di C^. E propriamente sono fondamentali : 1^ i 6 piani uniti di T^^ (piani doppi 
di ia » l^ > 'e^ ognuno dei quali non contiene una serie semplicemente infinita di 
rette del complesso, che invilupperebbero una curva, ma ne h.i un numero dop- 
piamente inGnito; 2^ le 12 rette unite, ciascuna delie quali contiene una infinità di 
coppie di punti corrispondenti (coniugati) nella T^ , ed è quindi retta doppia per 
ogni cono del complesso il cui vertice sta su di essa; 3^ ciascuno dogli otto punti 
uniti V| , V, , ... , Vg, ognuno dei quali è centro di una stella [V,! di rette di C^. 

II cono del complesso C^ di vertice P si otterrà quindi trovando il corrispon- 
dente P' di P nella T, considerando le nove rette P(P'V, V, ...Vg) . e costruendo 
il cono del 3® ordine che passa per esse. Oltre le otto stelle [Y,] , C^;^ avrà pure 
le congruenze di rette che hanno per direttrice due qualunque delle rette uni- 
te di T^. 

Considerando le tre quadriche degeneri J^ , 1^ . J^ » esse stabiliranno una rete 
speciale. Le generatrici di questa rete costituiscono un complesso di 3^ grado 
che avendo in comune con C^ le 8 stelle jV,] di rette unite e le congruenze sud- 
dette coinciderà con esso. 

Sicché parecchie altre proprietà di C^ possono quindi ottenersi dal notevole 
complesso di 3^ grado costituito dalle generatrici delle quadriche di una rete (*). 

Così per es. il cono del complesso che ha il vertice in un qualunque punto 
P dello spazio è quello che proietta da P la curva C4 base del fascio formato dalle 
quadriche della rete passanti per P ; come Finviluppo dei raggi di C^ giacenti in 



(•) Stnrm-Giornale di Creile, 70. Math, Annalen. B. 6 § 23 e 2^.-Reye- 
Geometrie der Lage 6. II - Moni e sano- Sa di un complesso di rette di 3^ grado. 
Potenza 1892. 
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un piano 9 è la Gay]eyana della rete di coniche secondo cui 9 sega la rete di 
quadriche. 

I coni della rete, i cui vertici formano la linea nodale del 6® ordine (dege- 
nerata in una cubica e tre sue corde) hanno le loro generatrici che appartengono 
ad una congruenza di 4® ordine e 12' classe. 

La superficie focale di questa congruenza è singolare per C^ , giacché per 
ogni punto e per ogni piano tangente della superficie il cono V inviluppo dei 
raggi di C^ ammette per raggio doppio quel raggio della congruenza che è da 
contarsi per due fra i raggi appartenenti al punto o al piano considerato. 

In una stella [V,] del complesso C^ due raggi che appartengono ad una me- 
desima quadrica della rete generatrice si corrispondono in un'involuzione I di 
Geiser che ha per linee fondamentali le 1 rette che vanno da V^ ai rimanenti 
punti uniti di T^. 

La rete stabilisce tra due stelle [VJ e [V^] due corrispondenze birazionali 
nelle quali si corrispondono rispettivamente due raggi delle 2 stelle che siano ge- 
neratrici di una stessa schiera di schiere, diverse di una medesima quadrica 
della rete. 

E cosi via. 

Passiamo alla T^. Si è visto che la curva 1^ è una cubica piana , sicché il 
complesso C^ generato dalla T^ è un complesso lineare. Anzi un complesso line«ire 
speciale, come può facilmente dedursi dalla considerazione che intorno ad a vi è 
una identità, e quindi due punti corrispondenti stanno in un piano con a, che è 
la retta fondamentale del complesso C^. 

La T^ poi non genera un complesso (*). Di vero, avendosi intorno ad a e 6 
due identità, una coppia di punti corrispondenti è situata sopra una retta che si 
appoggia ad a e b. Sicché le congiungenti generano una congruenza di l^ ordine 
e di 1" classe, di cui le direttrici sono le rette a e b. 

La Tg darà anch'essa luogo ad un complesso lineare C^ , perchè si è visto 
che la Aq , aggiunta ad 0, è una curva piana del 3^ ordine. 

Come nel complesso C^ i centri delle stelle di raggi del complesso danno luogo 
ad una curva del 4^ ordine spezzata in 4 rette, nel caso del complesso C5 attuale, 
essi daranno una curva del 4^ ordine spezzata nelle due coniche (c3|) , (cs^. 

E poiché una coppia di punti coniugati MM' è situata sopra una coppia di 
retto polari di <I> e divide armonicamente la coppia J^ , la T^ sarà anch' essa co- 
stituita, come la T^ , da coppie di punti situati sui raggi di un complesso lineare 
(non però speciale) e reciproci rispetto al fascio di quadriche determinato dalle 
due quadriche * e J^ [cfr. n° 29]. 

Finalmente la T^ dà anch'essa luogo ad una congruenza, perchè si è visto 
che due punti corrispondenti qualunque sono situati sopra una retta che si ap- 
poggia a p e A:, , che saranno le direttrici della congruenza. 



(•) Ciò giustifica queir»» generale che si è posto al n® 31. 
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SISTEMA NULLO. 

4i. Se un punto H si considera appartenente sia ad S che ad S' ha come 
corrispondenti in T* e in T~^ ordinatamente i punti M',H|. Chiamiamo pi il piano 
H,MH\ Questo piano è in generale unico, quindi ad uà punto H corrisponde un 
piano {t passante per esso, 

ViccTersa per vedere quanti punti corrispondono ad ogni piano |jl si consi- 
derano in ji le due curve del 3* ordine (y,) e (Y) intersezioni di [x con le due 
superficie F, »F' che corrispondono a [jl ordinatamente in S , S'. «Sicché ad ogni 
piano \k corrispondono 9 punti H. 

I punti H e i piani \k costituiscono un sistema nullo U di ordine superiore. 

Per caratterizzare questo sistema si osservi quanto segue. 

45. Ai piani di una stella corrispondono i punii di una superficie Fq 
del V ordine, passante pel centro della siella. 

Di vero, questa superficie sarà data dall'intersezione di ogni piano della stella 
con le superficie corrispondenti in T e T~* , ossia sarà la superficie determinata 
dalle stelli^ proiettive una di piani e le altre due di superficie del 3® ordino ; e 
quindi è del V ordine. Evidentemente passa per 0. 

46. Ai piani di un fascio (m) corrispondono i punti di una curva C^ del- 
f ordine 15, che si appoggia in 6 punii alla retta m. 

Di vero, questa sarà la curva generata da tre fasci proiettivi, Tuno di piani 
e due altri di superficie del 3^ ordine e si sa che la curva è deirordine 3 •3+34-3=15. 
Questa curva è pure la intersezione delle due superficie K„ e R'^i , aggiunte alla 
retta m, fuori della retta stessa per cui passano entrambe. 

Siccome poi in un piano qualunque di m ci sono 9 punti M, mentre la curva 
C^ è del 15® ordine, vuol dire che essa ha comune con m 6 punti. 

47. Agli elementi di un piano punteggiato a corrisponde una superficie 
gobba ¥q della 15* classe. Di vero, assunta una retta m, sia G^ la curva del 
15^ ordine ottenuta nel n® precedente. Ognuno H dei punti d* incontro Idi essa 
col piano avrà due corrispondenti H' , ^ì^ ordinatamente in T e T"* , tale che 
il piano HM, H' passa per m. Sicché la superficie F^ ò della 15* classe. 

Il piano ha nove punti H in esso. Ad ognuno di questi punti corrisponde 
un piano tangente coincidente con a. Sicché a è un piano tangente nonuplo. 

48. Ai punti di una retta m corrispondono i piani di una sviluppabile F„ 
della y classe. Di vero, assumiamo un punto ad arbitrio e sia Fq la superficie 
del V ordine considerata nel n® 45. I punti comuni alla retta m ed alla F^ da- 
ranno ognuno un piano tangente alla sviluppabile suddetta condotto da 0. Sicché 
la sviluppabile é di 7* classe. 

Siccome poi la retta si appoggia in 6 punti alla C^^ , per ognuno dei quali 
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si ba un piano tangente alia F'^ , passante per ro , si conchiuderà clie per m 
passano 6 piani tangenti alla sviluppabile suddetta. 

49. II sistema nullo n possiede due specie di punti singolari. 

1** punti M tali che i corrispondenti in T e T"* sono per dritto con M, e 
quindi ad ognuno di questi punii corrispondono tulli i piani di un fascio. 

2" punti H tali cbe i corrispondenti in T e T"* coincidono con essi , e ad 
ognuno di questi punti corrispondono tulli i piani di una slella. 

' Cominciamo dai primi. II luogo di essi è una curva che si otterrà col seguente 
procedimento. 

Sia <p un piano qualunque ed un punto arbitrio di esso. Per conduciamo 
una retta m alla quale corrisponderanno in T"* , T due cubiche gobbe (y,) e (y')- 
Ad ogni punto M di m corrisponderà un punto M, di y, e un punto M' di 7', 
sicché le due punteggiate cubiche descritte da H, e M' sono proiettive e la loro 
congiungente genera una superHcie gobba del 6^ ordine , le cui generatrici cor- 
risponderanno pure univocamente ai punti H. 

Posto M,H^7^M2 la corrispondenza tra M e M^ nel piano f risulterà pure 
biunivoca e mentre M descrive la retta m , M» descriverà una curva del 6* ordine 
che incontrerà m in 6 punti. Quindi al variare di m intorno ad questi 6 punti 
generano in 9 una curva Xq del 6^ ordine che non passa per e tale che di ogni 
punto M| di essa il corrispondente sta per dritto con 0. 

Se Xq. , è l'analoga curva ottenuta per un altro punto 0' di 9 , ogni punto 
di 9 intersezione di X^ e X^* fuori della retta 00' è un punto M^ tale che il cor- 
rispondente M deve stare per dritto con e con 0', cioè deve essere H^ = H ; e 
poiché Hs è il punto d* intersezione con 9 della retta M|M', ne segue che M è uno 
dei punti singolari di 1* specie del sistema nullo. 

Ora Xq e Xo* si segherebbero in 36 punti , ma hanno comune 6 punti sulla 
00'; dunque ne restano 30. 

Sicché il luogo dei punti singolari di 1* specie del sistema nullo II è una 
curva del 30* ordine. Questa curva passerà pure per quei punti , in numero fi- 
nito i cui corrispondenti in entrambi gli spazii coincidono: questi saranno i punti 
uniti della trasformazione T'. 

Finalmente è chiaro che i punti singolari di 2* specie del sistema nullo U 
non sono altro che gli 8 punti uniti della trasformazione T. 

55. 

Le superficie corrispondenti ad una quadrioa. 

50. Ad una quadrica qualunque <tt ^^^ ^^^ passa per alcuna delle linee fon- 
damentali a , 6 , e , (co) corrisponde una superficie F' del 6® ordine con tre rette 
doppie in a' ^V ^ & ed una cubica doppia in (ct)'). 
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Questa superOcie è criratterizzata dair avere due schiere di cur?e razionali 
(cubiche gobbe) e gode di molte interessanti proprietà. 

Il suo studio può farsi per doppia via, cioè o per mezzo della trasformazione 
T, per mezzo della rappresentazione piana della F'. Noi seguiremo per conve- 
nienza Funa ?ia e Taltra. E cominceremo quindi dal trovare la rappresentazione 
piana della F'. 

51. Ad un piano qualunque di S' corrisponde in S una superficie del 3^^ or- 
dine che incontra la f^ ^^ una curva del 6^ ordine che passa per i 12 punti H^ 
d'intersezione della 92 con le linee a , 6 , e » (&>}; e noi supporremo che gli in- 
dici Ie2,3e4,5e6 corrispondano ordinatamente alle tre coppie di punti 
situati sopra a, b, e, e i rimanenti indici ai punti d'incontro con ((o). Proiet- 
tando da un punto qualunque di 9^ sopra un piano & si avranno in a' come 
rappresentanti le sezioni piane di F', curve piane del 6^ ordine con 2 punti tripli 
D' , 6' e 12 punti semplici, che indicheremo con A/, indicando con lo stesso in- 
dice i un punto A' proiezione di uno dei punti H. 

Questo sistema rappresentativo però ha una retta fondamentale nella D'6', 
perchè questa non è incontrata in punti variabili da una curva del 6^ ordine del 
sistema. Però possiamo passare ad un altro sistema rappresentativo con soli punti 
fondamentali. A tal uopo eseguiamo una trasformazione quadratica tra 0' e un 
altro piano a, scegliendo in 0' il triangolo fondamentale D'O'A',^» si avrà in a 
un sistema di curve del 5® ordine con due punti doppi D,6 e 11 pumi semplici 
A,- (i= 1 ,2 , ... Il), curve che indicheremo generalmente con 9 = D*6*A|Aj...A4|. 

Siamo cosi passati ad un sistema rappresentativo privo di linee fondamentali; 
ma i punti fondamentali , i quali rappresentano per una delle f delle condizioni 
indipendenti, non hanno però posizione affatto arbitraria; e per mostrarlo cer- 
cheremo nello stesso tempo la rappresentazione delle linee doppie della superficie. 

Alla a' corrisponde la quadrica A In S che sega 9, in una curva del 4® or- 
dine e di genere 1. A questa curva corrisponderà in una curva del i^ ordino 
che ha 2 punti semplici in D e 6 e passa per nove altri punti semplici (che si 
ottengono escludendo dagli 11 i due punti A, e A^ corrispondenti ai punti H, e 
H, situati sopra a) e noi indicheremo con A^ — DGA, A4 ... A,, (*) tale curva, che 
è la rappresentazione della retta doppia a'. 

Analogamente vi saranno due altre curve del 3"* ordnie 

A^ = D6 A5 Ae . . . Af A. , A^ = DG A, Ag . . . A, A4 . 

ciascuna delle quali passa per D , e nove altri punti semplici 9 che saranno 
le curve rappresentative delle rette b' , e'. 



(^) Nella A^ e nelle A^ e A^ che seguono scriveremo gì' indici delle A in ordine 
ciclico, affinchè si avverti subito la mancanza di alenai di essi. 
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Finalmente alla (to') corrisponderà una curva del 4® ordine che ha due punti 
doppi in D , G e passa per 6 punti Af (i = I, 2 , . . . , 6). La indicheremo con 

A« = D«G*A,A, ...Ae. 

Le ^a^^bf^c mostrano che i punti base non hanno posizione arbitraria. 

52. Una sezione piana 9 sega la A^ in due punti variabili P , F ma questi 
sono tali, che il passare di 9 per P importa di conseguenza che passi per P' ; 
perchè dei 15 punti d'incontro di una curva del 5^ ordine con una del Sbordine, 
li si possono prendere ad arbitrio sulla curva del 3® ordine ed il 15® resta de- 
terminato. Sicché, per una tal coppia di punti P , P' passa una rete di curve 9 
invece che un fascio. Ciò accade perchè essi corrisponderanno ad un medesimo 
punto (doppio) per la F'. Cose analoghe si avranno per le A^ , A^j e anche per A^^. 

53. La sezione fatta nella superficie con un piano tangente essendo dotata dì 
un punto doppio, avrà per immagino una curva 7 dotata di un punto doppio ; 
perciò quelle fra le curve 9 di una rete che posseggono un punto doppio rappre- 
sentano le sezioni dei piani tangenti alla F' condotti da un determinato punto dello 
spazio. E quindi la lacobiana ^ della rete sarà l'immagine della curva di contatto 
di un cono circoscritto alla superficie. Una curva ^ è del 12^ ordine e passa con 
3r - 1 rami per ogni punto r^'® per le 9, ovvero 

4; = D«G»A.*A,*A,«. . .Ah*. 

Sicché V ordine del cono circoscrìtto, uguale al numero dei punii comuni a ^ 
e ad una curva 9 , è 18. 

Il che poteva pure vedersi cosi. Assunto un punto dello spazio S' la su- 
perficie prima polare di sega la F' in una curva che si compone delle linee 
doppie e della curva d* intersezione della superficie F' con un cono circoscritto; 
ma ogni linea doppia conta per 2 volte il suo ordine, sicché l'ordine della curva 
di contatto è 18. 

. 54. Il genere di una curva ^ è uguale a 24 , e questo è pure il genere del 
cono circoscritto le cui generatrici corrispondono una ad una' ai punti di contatto ; 
vale a dire che i coni circoscriui alla superficie sono del genere 24. 

55. Il numero dei piani che si possono condurre per una retta a toccare la 
superficie è dato evidentemente dal numero delle curve 9 di un fascio che pos- 
seggono un punto doppio. Il numero di queste curve è dato dalla formola 

3(a-l)*-S(r-l)(3r+l); ossia è 34. 
Dunque la superficie è della 34' classe. 
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56. Avendo cosi determinrito l'ordine, la classe e il genere del cono circo- 
scriltOi tutte le sue singolarità possono essere conosciute. In particolare si ha 
che per un punto qualunque dello spazio passano 96 piani siazionarii e 408 
piani bilangenli. 

57. Cercheremo ora i punii cuspidali (*) situali sulle linee doppie. 

Potremo ricercarli trovando i punti base della rete delle lacobiane delle 9 ; 
ma preferiamo trovarli per mezzo della trasformazione T. 

Di vero ad una delle linee doppie, p. es. la a', corrisponde nella T"* la qua- 
drica A sicché il modo di comportarsi della F' nelle vicinanze di a' sarà dato 
dairintersezione di 9, ^ A- Queste si segano in una quartica gobba C4 di genere 
I. Ciascuna generatrice ( di A [(che si appoggia a 6, e e (w))] corrisponde ad 
un punto L' di a'; sicché i due punti in cui l incontra C4 rappresentano due 
puDti di F' che coincidono in L'. Se la l tocca C4, evidentemente il punto di con- 
tatto L corrisponderà ad un punto cuspidale L' situato sulla a'. 

Ora è facile vedere che ci sono quattro rette l che toccano C^. Di vero la 
C^ in ha per immagine la l^^DGAsÀ^... A„ » mentre la retta l ha per imma- 
gine una retta che passa per uno dei punti D 6. Ha da uno di questi punti, 
si possono condurre alla A^ 4 tangenti ; dunque sopra la a' ci saranno 4 punti 
cuspidali. 

É notevole il rapporto anarmonico di questi 4 punti il quale rappresenta il 
rapporto anarmonico costante delle 4 tangenti condotte da un punto qualunque 
della Ag alla curva e che. caratterizza la curva stessa. 

Analogamente sopra b' e e' ci sono pure 4 punii cuspidali su ciascuna. 

Il ragionamento tenuto si applica pure alla ((o') e conduce a tirare per uno 
dei punti D 6 le tangenti alla curva A^sD^G'A, A, ... Ae che saranno pure 
quattro, sicché la ((u') possiede anch'essa 4 punti cuspidali. 

Dunque la F' avrà 16 punti cuspidali, 4 sopra ogni sua linea doppia. 

58. Ci arresteremo finalmente a cercare la classe della sviluppabile dei piani 
tangenti alla P lunga la cubica doppia (co'). 

Sia il vertice di un cono circoscritto alla superficie. Se uno dei piani tan- 
genti alla F' in un punto P' della cubica iloppia passa per . P' apparterrà alla 
curva di contatto del cono circoscritto ; perciò il numero dei piani tangenti lungo 
(co'), passanti per 0, è dato dal numero dei punti comuni alla curva doppia (io') 
ed alla curva di contatto del cono di vertice 0. Questo numero si troverà subito 
considerando le immagini delle due curve Aj^=D*6^A,At...A^ , 4'=I^*^'A|*A2*-^tt*' 
I punti comuni sono 16 ma da essi bisogna togliere ì 4 punti cuspidali della (to'); 



(•) Sono i punti studiati da Gay ley la prima volta sotto il nome di pinchpoints 
(Cayley-on a singularity of surfaces. Quarterly Journal voi. 9, 1868). 

VOL. XXXI. ^2 
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perchè le prime polari dei punti dello spazio rispetto alla superficie la toccano 
nei punti cuspidali ; dunque la classe della sviluppabile ad ¥' lungo (io') è 12. 

59. Passiamo ora a fare lo studio delle curve dei primi ordini apparteiienti 
alla superficie. 

Linee rette. La F' possiede 12 rette sempUcij rappresentate, nel piano a , 
11 dai punti A|A2A3...A,| e la 12^ dalla retta D6. Queste 12 rette corrispon- 
dono ai 12 i punti d'incontro della quadrica cp^ con le linee a , b , e ed (co). Esse 
sono sghembe a due a due ; e saranno indicate in seguito con a, , a^ , . . . , a,, > 
assegnando ad ai l'indice del corrispondente punto A,-, mentre ai^ sia la retta 
che ha per immagine DG. 

Queste 12 rette saranno come è chiaro distribuite sulle quadriche A',B',r',ia'; 
ovvero due per ciascuna sulle prime tre e 6 sull'ultima. 

Sicché : Le intersezioni residue della superficie F' con le quattro quadriche 
individuate dalle linee doppie prese a tre a tre^ saranno costituite da rette. 

Ad ogni retta doppia si appoggiano 10 rette semplici, mentre 6 soltanto si ap- 
poggiano (ciascuna in un punto) alla (to'). Delle 10 rette che si appoggiano poi ad 
una retta doppia, p. es. ad a\ 6 si appoggiano a tutte e tre le rette doppie, e 
propriamente le rette a, a^ a^ a,o a,, a^j ; e poiché queste appartengono ad una 
medesima quadrica A', si avranno sulla superficie i gruppi di punti proiettivi 

a' (a, ag a^ a^o a^^ a^^) a b' (a, a^ ag ajo a„ a,,) a c' (a, a^ a^ a,^ a„ a^) 

e tre analoghi gruppi proietlivi di 6 piani che proiettano da ciascuna delle 
rette doppie le 6 rette semplici sli^sH^ìo^u^ì^^ Inoltre si ha pure che cia^scuno 
dei precedenti gruppi di punti è proiettivo a ciascuno dei precedenti gruppi di 
piani. 

Un'altra notevole proprietà di queste 6 rette semplici è la seguente. Una 
retta qualunque m dello spazio non incontra la superficie in tre punti situati su 
tre di queste 6 rette senza segare le altre tre ; essa allora incontra la F' nei 6 
punti in cui incontra le rette e 1 6 punti d'incontro formano un gruppo proiet- 
tivo ad un gruppo fisso , variando la retta m appoggiandosi sempre alle rette 
semplici. 

60. Coniche. Le coniche della superficie saranno rappresentate in or. 

l'* Due dai punti D , 6 , che indicheremo rispettivamente con Yi, e S^^, 
2® Altre 22 dalle rette che uniscono D e 6 ad uno degli 11 punti A»-: 
queste coniche si indicheranno rispettivamente con -fi ^ ^i facendo corrispondere 
i all'indice del punto A{ ed indicando con y quelle che si ottengono dalle rette 
passanti per D. 

Sicché la F' avrà 24 coniche. Due coniche y^ e 5^ si appoggiano ciascuna in 
un punto alla retta a^ , e non hanno fra loro alcun punto comune. Due coniche 
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Yi,7i> c^™^ P^r® ^h ® ^h "on hanno tra loro punti comuni; mentre una conica 
7, si appoggia ad ognuna delle coniche 5^ con h diverso da i. 

Le 2i coniche suddette possono ottenersi ancora cosi: si considerino le rette 
gi e di della quadrica <p2 passanti per uno dei punti H^. A queste corrisponderanno 
le coniche y,- e 6^ insieme alla retta a^. 

E poiché poi la g^ e la d^, per es., che passano per i punti H| e Hj, situati 
sulla a , giacciono in un piano p di a , ne segue che le coniche Yi ^ ^s giacciono 
in un piano p' di a', e costituiscono la residua intersezione oltre a' di p' con F'. 
Lo stesso ripetendosi per Yi ® ^^ , Yj e 8^ , Y* e Sj , y, e o^ , Ye e o, , ne segue 
che per le Ire rette doppie passano 6 piani, due per ciascuna, ciascuno dei quali 
sega la F' in una coppia di coniche. 

Consideriamo uno di tali piani p'. In esso ci sono le due coniche Yi ^ ^2. 
Queste hanno tre punti comuni nei punti d' incontro di p' con le linee doppie 
6' , e' e (to') fuori di a'. Dunque esse avranno un quarto punto comune M'. 

Sicché mentre un piano qualunque passante per a' produce una sezione 
resid'ua del 4® ordme di genere (con tre punti doppi) ed ha i punti di con- 
tano sulla a', vi sono due piani p' di a' che toccano ancora una volta la F' 
fuori di a'. Analogamente per 6' e e'. 

Consideriamo poi una delle 12 rimanenti coniche. Ognuna di queste, per es. 
la Y7» si appoggia in 2 punti alla (co') ed in un punto solo ad a\b\ e'. Sicché 
il suo piano sega la F' in una residua intersezione del 4® ordine che passa per 
i 5 suddetti punti, che sono punti doppi della superficie ; e sega ulteriormente 
la Yi in altri tre punti Sicché i piani delle dodici coniche rimanenti sono piani^ 
iritangenti della superficie. 

61. Cubiche. Le cubiche della. F' sono date 
ì^ Dai due fasci di raggi di centri D e G. 
2® Dalle rette A^A/^. 
3» Dalle coniche C3 = DG A^ A,, A^. 

I fasci di raggi (D) e (G) rappresentano due sistemi di cubiche gobbe che 
chiameremo il sistema delle C^ e delle Cg che corrispondono ai due sistemi di rette 
della quadrica 92. Essi quindi ci daranno sulla F' proprietà analoghe a quelle 
delle rette di 9^. Sicché 

1® Due cubiche dello stesso sistema non hanno punti comuni^ mentre due 
cub che di sistema diverso si appoggiano in un punto. 

2® Se per una cubica dì un sistema , per es. C^ , e per le linee doppie 
a',b',c' , (to') conduciamo una superficie del 3® ordine, la intersezione residua 
di questa con la F' sarà una cubica dell'altro sistema : una C5. 

Variando la superficie del 3® ordine si ha un fascio, e diremo che questo 
fascio proietta dalla C^ le cubiche Gg . mediante a' , b' , e' e (w'). 



Digitized by 



Google 



)( 82 )( 

3^ / fcLSci che da due cubiche di un sistema proiellano le cubiche del- 
Vallro, mediante a' , b' , e' e (w') , sono proietlivi : 

4^ Le punteggiale secondo cui due cubiche di un sistema sono segale da 
tutte le cubiche deW altro sistema sono anch' e»se proiettive tra loro e proiettive 
ai fasci suddetti. 

Si noti che le coniche y* e 6^ , aventi l'istesso indice, prese insieme alla retta 
a^ a cui si appoggiano, costituiscono due cubiche degeneri di due sistemi diversi. 
E per tali cubiche degeneri reggeranno i teoremi precedenti. 

È chiaro per ciò che si è detto che potranno aversi due generazioni della 
F' mediante una cubica variabile. 

Oltre i due sistemi di cubiche suddetti vi sono sulla superficie ancora altre 
cubiche. Quelle rappresentate dalie rette A ^ A^ che sono in numero di SS e quelle 

rappresentate dalle coniche c3 = D6A^A;jAft che sono in numero di ( 3 )= 165. 

In tutto SI hanno sulla ¥' altre 220 cubiche. Le chiameremo le cubiche Cg. 

Esse possono pure considerarsi ottenute cosi. Conduciamo il piano che passa 
per tre dei punti H,- d'incontro di 92 ^^^ a , 6 , e , e (co). Questo piano sega la 
92 in una conica, alla quale corrisponde per la T una curva del 6^ ordine che sì 
spezza in tre rette ed in una rimanente cubica. Sicché tali cubiche saranno 



Ci)- 



220. 



Però non tutte queste sono cubiche gobbe; poiché, p. es. i piani che pas- 
sano per H, , H2 ed uno qualunque dei punti H rimanenti daranno invece cubiclie 
piane, che sono in sostanza le lO cubiclie piane ottenute come residua hiterse- 
zione della F' con i 10 piani passanti per la retta doppia a' e per una delle 10 
rette che ad essa si appoggiano. Sicché delle 220 cubiche Cg suddette^ 30 sono 
piane. 

Ed é facile vederne pure le immagini nel piano rappresentativo. Ciascuna di 
esse sarà nippresentata da una conica (anche degenere) che insieme alla 1^ > ^^6 
alla A^ costituisce una sezione piana passante per una retta semplice. 

Ciascuna delle cubiche Ce si appoggia a tre rette a^; mentre a ciascuna retta 
a^ si appoggiano SS cubiche Cg. 

Una cubica Cg si appoggia poi a tutte le cubiche dei due sistemi suddetti della 
F'. Due cubiche Cg che si appoggiano alle stesse due rette non hanno alcun punto 
comune ; mentre se si appoggiano entrambe ad una sola retta ne hanno uno , e 
se non si appoggiano ad alcuna retta comune ne hanno due. 

Dalla rappresentazione é pure chiaro che due cubiche Cg segano tutte le cu- 
biche gobbe di uno stesso sistema secondo due punteggiate proieUive. 

62. Quartiohe. Le quartiche della F' sono rappresentate 
1® Dalle rette condotte per uno dei punti A^. 
2^ Dalle coniche di ognuno dei fasci 4> s D6 A^ A^. 



Digitized by 



Google 



X»3)( 

Tra queste vi sono tre sistemi di quartiche piane , e propriamente le quar- 
tiche intersezioni della F' con i piani delle tre rette doppie a' , b' , e'. Esse sono 
rappresentate dai tre fasci *' = DG A, A^ , 0" = DG A3 A4 , *'" = DG A5 Ae*. perchè 
una delle coniche di ognuno di questi fasci insieme ad una delle A^ , A^ ^ A^ rap» 
presenterà una sezione piana della superOcìe, passante per una delle rette a\b' e'. 
3" Dalle cubiche con un punto doppio in D (0 G) e passanti per G (0 D) 
ed altri 5 punti A^. 

4^ Finalmente dalle curve del 4^ ordine con 2 punti doppi uno in D e Taltro 
in 6 e passanti per 8 punti A{. 

Queste ultime quartiche sono del genere 1 (intersezioni di 2 quadriche), mentre 
le altre considerate in 1® , 2® e 3® sono del genere zero (cioè ammettono tri- 
secanti). 

È ovvio il modo di comportarsi di queste quartiche rispetto alle rette, coni- 
che, cubiche della F' e fra di loro. 

63. Supponiamo ora che la quadrica f, passi per una delle rette fondamentali 
a , b , e. La corrispondente superflcie F', oltre una quadrica fondamentale che si 
stacca, è del 4^ ordine e possederà una retta doppia. Essa è un caso particolare 
di quella trattata dal Clebsch (*) e crediamo inutile farne lo studio solo per 
la modifica di alcune proprietà. Cosi p. es. la rappresentazione piana è pure co- 
stituita da curve del 4^ ordine con un punto doppio ed 8 punti semplici, però i 
9 punti non sono completamente indipendenti , ma distribuiti così : 4 air interse- 
zione di 2 coniche csi , Qj ^* ^^^ rimanenti 5 , 2 sono sopra cs, , 2 sopra cs^ ^ ^^^ 
che non appartiene ad alcuna di esse. 

Questa particolarità porta di conseguenza che il numero delle rette della su- 
perficie è 18 invece di 16; poiché le due coniche cs, ,C3| rappresentano anch'esse 
rette della superficie. Però le 16 rimanenti retto godono delle proprietà cono- 
sciute, cioè sono 2 a 2 situate in 8 piani della retta doppia ecc. 

E variando il numero delle rette , varierà ancora il numero dei piani che 
segano la superficie in coppie di coniche (non degeneri) che non è più 64, ma S3. 

Indubbiamente la trasformazione T aiuta molto nello studio di questa super- 
Ocie F', cosi mentre farà stabilire geometricamente, senza Fuso degr integrali ellit- 
tici la rappresentazione piana suddetta, mostrerà quasi evidente alcune proprietà 
come quella che la F' possiede un sistema ^di coniche e uno di cubiche gobbe , 
i quali non sono altro, trasformati, che i sistemi di rette della quadrica (f^. 

Ha crediamo inutile insistere su questo caso particolare. 

64. Parimenti se la quadrica 9, passasse per la cubica (co) la superficie cor- 



(*) Math. Ann. Voi I pag. 258. 
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rispondente F', oltre una quadrica fondamentale, è del 4^ ordine con una cubica 
doppia. Essa è rigata od è anche conosciOtlssima (*). 

Anche per essa la trasformazione T può essere di molta utilità. Può, ad es. 
far vedere con facilità la sua generazione, mediante due coniche riferite proietti- 
vamente : la sua rappresentazione piana costituita da un sistema triplamente in- 
finito di cubiche con un punto doppio ed un punto semplice; il numero dei punti 
cuspidali sulla retta doppia, che è 4, ecc. 

Questa superficie è duale a se stessa. 

6S. Si può vedere da questi pochi e semplici casi delle superficie corrispon- 
denti ad una quadrica come la T può essere di molto giovamento nello studio di una 
superficie rappresentabile su di un* altra. Sarebbe anche più importante però stu- 
diare le superficie corrispondenti ad una superficie del 3® ordine F, , sia che questa 
non contenga, sia che passi per una o più linee fondamentali. Si avrebbero super- 
ficie del 9° , 1® e 5® ordine, il cui studio dipenderebbe da quello notevole della 
F3 Ma di ciò potremo, alFoccorrenza, occuparcene in altra nota. 

Napoli 31 Maggio 1893. 



(*) Veggasi Chasles Comptes Rendus-1861. Cayley -Philosophical Transac- 
tions 1864. Cremona- Memorie dell'Accademia di Bologna 2' serie t. 8. Glebsch 
Math. Annalen voi. II. Veggasi ancora Riccardo Krause-Tesi Strasburgo 1879. 
Bey e -voi. II ecc. 
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SULLA INTEGRAZIONE DELL' EQUAZIONE 

DI 

ALBERTO TAGIU RI. 



I. 

1. L'espressione analitica di una funzione ^{n) che per tutti i valori della 
variabile n soddisfa all'equazione alle differenze finite 

<Kn) = h 4^(n-1) + * 4;(n-2) + l (I) 

ove lì ihyl sono coeflicìenti dati comunque, fornisce il termine generale di una 
serie nella quale tre termini successivi sono collegati dalla equazione stessa. I 
termini di questa serie sono i successivi Vcilori della funzione 4^ (n) corrispondenti 
alla serie naturale dei numeri interi e positivi ossia <j^(l) , ^{^), .. . (J'W ••• » ^ 
restano determinati tutti in modo unico dalla relazione (1) quando, supposto k 
diverso da zero, siano dati due termini successivi 4;(r) , 4^(7' 4 1). Risulta subito 
che nella espressione generale di ^(n) debbono figurare due costanti arbitrarie, 
tali essendo 1 valori ^{r) , 4^(r + 1). Considerando quindi più specialmente Ja fun- 
zione ^(n) pei valori interi e positivi della variabile n, diremo integrale della 
equazione (1) qualunque funzione che vi soddisfa, e più propriamente integrale 
particolare ogni integrale senza costanti arbitrarie o con una sola, ed integrale 
generale ogni integrale che contiene due costanti arbitrarie ed in maniera che 
si possano assegnare loro valori tali, che esso assuma due valori dati ad arbi- 
Irto a^.a, per due valori qualunque r , s della variabile n. 

2. L'integrazione della (1) dipende da quella della equazione più semplice 

9 (n) = /i cp (n - 1 ) + fc 9 (n - 2) (2) 
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Occupiamoci quindi di questa, e premettiamo subito il seguente 

Lemma. Se 9,(n) , ^^(n) so?io due inlegrali della (2) senza costanti arbi- 



trarie, ed inoltre 



9i(r)9»(s)-?,(s)9t(r)<0 



la funzione 

cp(n) = C,(p,(n) + Cj<P2(n) 

dove C, , Cj sono costanti arbitrarie ne sarà Vintegrale generale. 
Infatti dalle ipotesi si deducono le relazioni 

Ci<Pi(n) = /t*C4(pi(n- 1) + fc-C4cpi(n-2) 

C, 9j (n) = /i • C, 9,(n - 1) + fc- Cj ?» (n - 2; 

e quindi sommando 

C,<p,(n) + C,(p,(n) = h {C,9,(n-1) + C,(p,(n-l)j + fc- {C,(p,(n-2) + C,<p.(n-2)! 

ciò prova che la funzione 

9(n) = C,(p,(n)-f C,<f,(?0 

è un integrale della (2). Inoltre il sistema lineare 

C,?«(r) + C,<p,(r) = a, 

C,9,(8) + 0^9,(8) = a, 

individua una coppia di valori per le costanti C, , C^, quindi 9(n) è Vintegrale 
generale della (2). 

3. Occupiamoci adunque della determinazione effettiva di due integrali par- 
ticolari della (2), epperciò ricerchiamo se tra le funzioni 9(n) che vi soddisfano 
ne esistono delle esponenziali. Afflnchà ciò accada basterà che esista una quantità 
X tale che per tutti i valori di n si abbia 
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Xfa questa equazione ha due radici comuni colla equazione 

oj* = hx + k 
quindi 



00 - 



avendo posto per brevità 

D = /i* + ili. 

Ne segue che le funzioni 

sono due integrali particolari della (2), e quindi l'integrale generale sarà dato da 

<r(n) = C,\^— ^ ; ■*C,(^— ^ ; (3) 

Occorre però aggiungere che questo risultato sussiste nell'ipotesi di D di- 
verso da zero, giacché nel caso contrario i due integrali particolari <p|(n) ^^in) 
che abbiamo detern)inato sono identici e non cittì a fornire l'integrale generale. 
Restando per ora in questa ipotesi, si avrà dalla (3) una infinità di funzioni che 
soddisfano la (2), corrispondenti agli infiniti sistemi di valori che possono attri- 
buirsi alle costanti arbitrarie C, , Cj. Volendo ora che la ff{n) assuma per 7i=r,n=s 
i valori prestabiliU a^ , o, rispettivamente , è necessario e succiente che le co- 
stantì C| , C, soddisfino il sistema 

dal quale si ricava 

' 2*'(-. kf[{h - V D")"-'' - {Il + x/D")*""] 
voL. XXXI. : : 13^ ... :. 
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C = 2''^ ff ,(/l+^/ Dj^-q,(/^+^/T^)' 

* 2' (- kf [ {h - V D')'-'' - (/i + ^ty-n 

e la funzione cercata sarà 

"^ 2''(- hf [{h - VF)-'- - (/i -h v'D /"'] ^ 2 / 

2' (- /i/ [(^ - V D")' •'• - (/i + VTT)»-' ] ^ 2 / • 
Servendosi delle identità 

(ft ± >/!)■)« = (A ± V d")^ (/i ± VF)»-^ = (h ± V D")' (;ì ± VF)"- 

si trova facilmente, ricordando anche il significato di D , 

2»- [ (/i - V D")-' - (/^ 4- V TT)-^ ] 

Se in particolare r , s sono interi positivi , questa notevole espressione rap- 
presenta il termine generale di ujìa serie nella quale i lermini soddisfano la 
relazione (2), ed a^ , a, sono quelli di j>osto r , s rispeUivamente dati comunque. 

Se i termini dati sono successivi, sarà s — r = ±l e sì troverà 

« (n) --. ^^j31^ + VD )« -^-^ ^ ( /i - VP )"-^ -M+a,^i [(^-f VD^-^- (fa^ ylD)""^] 

2*'-'•^/^^ 

i. L'equazione (2) mostra che i successivi valori di 9 (n) sono funzioni ra- 
zionali di hji; la riduzione delia espressione (4) a forma razionale si ottiene in 
generale applicando la formula del binomio , ma nei casi in cui D è quadrato 
perfetto questa forma si ha immediatamente. Supponiamo quindi h scelto ad ar- 
bitrio, e determiniamo la forma del cocfTiciente k sotto la condizione che D sia 
quadrato perfetto. Àfllnchò ciò sia è necessario e sufficiente che , indicando con 
9i un numero positivo negativo, si abbia 

D = Ti» + 4fc = (ft + gì)* 
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ovvero ponendo 



fe = 

fc = q(q + /i). 

Pei valori razionali di /i , 9 , si hanno tutti i sistemi di valori razionali dei 
coeflicienti Tz , fc pei quali la (4) si presenta sotto forma razionale ; infatti la (2) 
diviene 

9(n) = h<f{ìi - 1) + q (q + h) cp(n - 2) 
inoltre 

D = /i« + 4g(g + /i)=:(^ + 2q)« 

e dalla (4) con facili calcoli si ricava 

^ - ari- Qy-'Jh + qr'[{h + gT-' - (-9)"-"*] + a^à + g^^- (- qr"] 

Da questa direttamente dalla (4) si deducono anche le seguenti : 
1.^ Suppongasi 

/l = fc=: — — 

p(p + l) 
la C2) diviene 

?(n-!) + 9(7i- 2) 
^^^'^" P(P4-1) 

e si trova subito : 



o(n) = 



_ "-("pi^)iQ'' ^"(~^)' i~°'i(y -(~^y 1 



\ p+i) ^p) 



2.*> Vogliasi il termine generale della serie deflnita da due dei suoi termini 
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«r 


,a, e 


dalla relazione 


















m<p(n) = 


(m- 


-P)?(n 


-1) + 


P9(n- 


-2) 




Qui 


si ha 




















h 


_m- 


-P 

1 


k 


= JL 





m ?n 

e la (4) darà 

,, -°^(-^r['-(-^) -> °.['-(-^ n 

5. Passiamo ora all' integrazione della (2) nel caso in cui si ha D=/i*+4fc=0, 
e secondo il Lemma del n*^ 2, determiniamone due integrali particolari. 

Da quanto è detto al principio del n^ 3 risulta che, avendosi D = 0, un in- 
tegrale particolare della (?) è dato da 



,.(»)= (-^r. 



Per trovarne un secondo vi si muti k in k i- z , denotando z un parametro 
qualunque diverso da zero, e si chiami ff^in) la nuova funzione integrale dell'e- 
quazione 

?z(«) = ^ 9z(»- l) + (ft + z) 9,{H-2). 
Indicando D, il nuovo valore di D si ha 

D, = 7i«-f4(A; + 2) = 45 Jo 

e quindi Tintegrale generale delFultima equazione sarà a causa della (3) 
e ponendo C2 = - C« , un integrale particolare sarà dato dalla formula 

,.,,„, 4(iJ-_*)".('!-^)"].C. 

dove C| è una costante arbitraria della quale assegneremo poi il valore. 
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Ma dalla formula del binomio si ha : 



= ^jft"+(?)A«-»(4z) + (j)A"-(4z)« ■{-... ± N/4^((?)h--' + (J)a-»{42) f ...)l 
quindi 

e prendendo 

h 



C,= ^ 

2^/4i 

si avrà 

(^ ì 'i"-' + f ? ì /»"-» (42) + ("" U»-» (42)» + . . . 

Si consideri ora la relazione 

<Pi,r(n) = ft <p,,,(^i - I) + (/e + z) <p,,,('i - 2) 

essa ha luogo per tulli i valori di z diversi da zero, quindi se tenendo fisso n, 
si fa tendere z a zero indefinitamente, si avrà se <pi,2(n) ammette limite, 

lim cp,^^(w) = h lim ^,^^(n - 1) + & lim <p^^^{n - 2) 
ovvero ponendo 

fi (w) = /^ ?, (n - 1) + & <p, (/i - 2) 
ma dairultima espressione di <Pi,:(a) si ha 

lim<p,^,(n) = <r,(?i)^ -^ 
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e quindi -^ è un nuovo integrale particolare della (5) neir ipotesi D = . che 

come si verifica vi soddisfa per lutti i valori di n. 

Da tutto quanto precede discende che Tintegrale generale dell'equazione 

(p(n) = /i(p(?i - 1) -— (p(7t-2) (20 

sarà 

<f(n) = C,(|)"+C,n(|)" 
ossia 

<9(n)=(^ff[C,n + G,]. (3') 

Volendo l'espressione di ^{ii) per mezzo dei valori a^^a, corrispondenti ai 
valori r ^s y della variabile n bisognerà determinare le costanti C, , C, per mezzo 
del sistema 



dal quale si ricava 



(5)'[C,s + C,] = o, 






e la (3') diviene 



r-s 



,,„>,('i)t_:fc:M„/^_!:!M] 



che si riduce alla semplice forma 



9(n) = ^^^^ ^^^ . (4') 

s-r 
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Supponendosi n,r^$ interi e positivi questa espressione rappresenta il ter- 
mine generale d^iUa serie defimla dnlV equazione (2') e da due dei suoi termini 

6. Si riprenda a considerare l'integrale della equazione (?) pei soli valori in- 
teri e positivi della variabile n. Partendo dalFultima espressione di fp(n) clie pre- 
cede la (4), si vede che la determinazione della somma dei primi n termini della 
serie 9(1) , 9(5)... 9(71). . , dipende, nell'ipotesi di D diverso da zero, da due or- 
dinarie progressioni geometriche, e quindi può farsi immediatamente in generale. 
Ma per quello che segue, a noi occorre la determinazione di questa somma nel- 
r ipotesi in cui sia Ti 4- v'L) = 2 , ovvero h - Vì^= 2. Naturalmente queste due ul- 
time relazioni non possono coesistere essendo D diverso da zero. Supponiamo dap- 
prima. 

/i-l-VD==2. (5) 

Dalla espressione citata per 9(n) si ricava, supponendo anche r = 1, 8 = 2, 






J[ 2a2(/i+ ^fD)-a^{h^¥^|J))^ y ( li- Vd V 
'^2k 2v/F Zi\ c^ ^ 



Ma dalla (S) si ha : 
quindi 



VÌ7 = 2 - /i , 

D = /i* + U = (2-h)* 
fc = 1 - /i 



onde 



V .,,,_ n 4a,(/i-l)^-4a, (ft-l) 1 4a^-4a, .^ 
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ossia riduccndo 

/j '?W (2-/0* 2-/1 '■ -' 

1 

Se è invece h - VD = 2 sarà VD = /i - 2 , D -r (h - 2)* quindi 

/i* + U = (/i--2)« 
e 

donde con identico procedimento si deduce la formula (6) come pel caso prece- 
dente. In ambedue i casi trattati abbiamo trovato h= \ - h ossia /i + A - 1 =0, 
e da questa si deduce viceversa 

Vd = ±(/i-2) 

quindi si può concludere che la (6) fornisce la somma dei pr/;:ujn termini della 
serie 2<p(n) , quando 8i/iah + k-l=0 e D^O, ovvero anche^ soUo le due 
condizioni 

h4-k-1=o • h<2 

7. Passiamo ora a stabilire in generale la somma dei primi n termini della 
serie Z(f(n) nell'ipotesi D = 0. 

Abbiamo trovato in questo caso (v. n.® 5) 

?W= F:r^ ^ + iT^i 2^ 

da cui, denotando con a , 6 i coefficienti costanti si ricava 



n 



1 1 ^ i ^ 



>o. . -..-- -.-, .. 5n/i\ 



(ì) 



Supponiamo dapprima ft -^ ? ; è chiaro che la quantità 2 -ó» è uguale alla som- 
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ma di tutti i termini della seguente tabella 



I (!)■ iì)' ■ ■ • (I)" (I)" 

ay(i)'-(i)' (I)" 

(iy-(i)' (I)" 

(I)' (!)■ 



In ogni linea abbiamo una progressione geometrica , considerando quella di 
posto 8 si ha : 



5;(|yJJ)'-(2) 



' 2 



e quindi 



' 2 

£"^"=r-JÌ(l)'-(l) 
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ed anche 



'TI nA* 1 2 (2/ /*\"+' 



1 -— 1 — 

2 ^2 



(»)[,_,„.„(|)%„(|)-j 



A\* 



0-1) 

In conseguenza la (7) diviene 






-I 

che è la formula cercata. 

Nel caso di A =2, escluso dal processo precedente, la (7) darà 

t* n 

So(n) = aln-f 6n 
1 1 



ovvero 



2n(n+l) _ 



(*) Nel caso di ^ < 2 qnesta serie ò convergente e si ha : 



© .1 



2,,,,=.__o_ 



Infatti posto ^ = A| si trova applicando teoremi di calcolo differenziale 

n f 

lim nA,* - lim — — - = r.- — r~ = 0. 



(^) H^ 
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« sostituendo in luogo di a e 6 i loro valori per A = 2 si ha 



|;,(n) = 2ti:l» »<V^) + ':gi^lgg^n (6') 



l 



r—8 2 r-s 



Ed osservando che le due ipotesi h = 2 , D = portano di conseguenza fc = - ! 
sì conclude che la formula trovala rappresenla la sovima dei primi n termini 
della serie definita da due termini a^ , a^ e dair equazione. 

9(n) = 29(n - 1) - 9(n — 2). 
Si noti inoltre che le condizioni li^i . D = sono equivalenti alle altre 

/i + fc-.!=0 , /i = 2 
ciò che completa quanto è stato detto in fine del numero precedente. 

IL 

1. Passando ora alla integrazione della (1); se con ^(n) si denota un suo in- 
tegrale e con C una costante arbitraria, si avrà identicamente 

^(n) + C = hi <Kn - 1) + C } + fc 1 (^n - 2) + C ! + 1 - C(h + fc- 1) 

quindi, se b + k — i è differente da zero , potremo determinare la costante G in 
modo che si abbia 

onde 

e se ne dedurrà 



ciò mostra che la funzione 



9(n) = <Kn) + -^— («) 
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soddisfa air equazione 

<^{n)=^h(f(n'- \) + Jeo{n - 2) (2) 

in conseguenza la <f{rì) è conosciuta, e deflnita dalla (3), o dalla (3') e si avrà: 

l 



^(n) = q)(n)- 



/i + A;- I 



Per la determinazione effettiva di <j/(n) occorre distinguere duo casi • 
1® D ^ 0. La <p(ii) essendo definita dalla (3) si troverà per mezzo dell' ultima 
relazione 

,<», = o,(^£)Vc(-^)"-_^, 

Si ha così r integrale generale della (t) con due costanti arbitrarie. 

Si possono, in particolare, attribuire alle costanti valori tali che la (|/(n) as- 
suma i valori a^.a, pei valori r, 8 della variabile n; si ottengono questi valori 
delle costanti risolvendo il sistema che si deduce dalla (9) fr.cendovi n=r , n = s 
successivamente Ma alla nuova espressione che cosi si ottiene per ^(n) si giunge 
invece speditamente osservando che per V ultima formola che precede la (9) , si 
deve avere 

«.-?(«)-hT4:ri 

onde 

Della <p(r}) che soddisfa la ("2) sono cosi conosciuti due valori corrispondenti 
ad n=ir , n=^s, rispettivamente, e quindi sarà data dalla (4) mutandovi a, , n, in 

sarà dunque 

<p(n) = 

^'V'+/rnr"J^"''^ [(h+VD)-(/i-N/D) J-(a,+^^^^^-^)[(A+N/D)-(/i-VD) j 
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Ne segue, a causa della (a) 



*(») = 



2'»-'[(;i-^/D)•-'-(/^+\/L))-*'J 



h-^-k-ì 



(10) 



che quando n percorre la serie naturale dei numeri interi e positivi, e nell'ipo- 
tesi che anche r ed s siano interi e positivi, rappresenta il termine generale della 
serie definita da due suoi lermini qualunque a^ , a, e dall' equazione (I). 

2* D = 0. Partendo dalla (a) come pel caso precedente, la <p(?i) a causa della 

A* 
(2) sarà data in generale dalla (3') e quindi, osservando che si ha ora fc - — -j-, 

4 

si avrà 



'K") = (f)"[c,«H-C.]+^ (9') 



Con procedimento Identico a quello del caso precedente, si trova anche, fa- 
cendo uso della (4') invece che della (4) 



<l-(n) 



J^'"("--(-^>)^^-"^^"~^-^-"G'-(^)<''-")^""' 4t ''' (.0') 



per la quale sussiste la stessa conclusione fatta in fine all'altro caso trattato. Si 
hanno cosi nelle (90 » (lo') 1© formule relative all'equazione 

^(?i.--r /i4;(H- l) - -4;(n-2) + i 
4 

h = 2 escluso. 

2. Veniamo ora alla integrazione della (I) nell'ipotesi /i + fe- 1 = 0. La de- 
terminazione della ^ (n) viene ora fatta colla condizione di n intero, ma la funzione 
a cui si perviene soddisfa poi alla (1) per tutti i valori di n. 

Si consideri adunque l'equazione 

^(n) =/i4/(n- l)-fA:4;(?i~2) + t 



(•) Notisi che a causa delle condizioni h + k— \ ' , D-=0 è ^^2. 
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mutando 71 in n - 1 e sottraendo la seconda dalla prima si ha 

Se si pone 

(Kn)-^(n-I) = <p,(u) (p) 

sarà pertanto 

9^ (n) = h <p, (?i - I) + ft <p, (n - 2) 

e quindi <P|(n), ali* infuori di costanti è conosciuta. 
Ora dalla (^) si deduce 

(Kn)-<Kn-l) = ip,(n) 



e sommando 



od anche 



*(2)-cKl)-9,(2) 



2 



n 



*(rJ) = *0)-?i(l) + 2<p,(n) (T) 

Indicando con C| . Cs i valori iniziali della (p(n), cioè quelli corrispondenti 
ad n = 1 , 71 = 2 , si avrà <J;(!) = C| . 4(2) = C^ ; per il calcolo di <P| (1) si osservi 
che dovendosi avere 

?i(3) = /t9,(2) + A:(p,(l) 
sarà anche 

e la sua determinazione è così ridotta a quelle di <p,(3) e cp|(2). 
Ora dalla (^) si ha 

cF,(3) = *^3)-(K2) 
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inoltre 

*(3) = /i4;(2)-|-ft^(1) + f 

quindi, sottraendo dai due membri ^{2) , 

*(3)-*(2) = (^-1)(K2) + ^^;(l) + / 
ne se^ue 

<Pt(3) = (A-1)*(2) + /t4/(l) + i 
ovvero 

<P,(3) = (;ì-~1)C8 + *C, + J. 

Oltracciò dalla (^) si ha anche, 

9,(2) =:^; (2) -(KD 
ovvero 

?i(2) = C,-C.. 

Sostituendo i valori trovati per f|(3) , <P|(2) neirultima espressione di 74(1) 
si ottiene 

E poiché per ipotesi ^ + A: — 1 = si avrà 

?t(i)--^F" 

Ricordando inoltre che 4'(1) = C, la (y) diviene: 

*(^>= — T^T^^ — + £<Pi('i). 

A questo punto occorre considerare i due soliti casi : 

3. 1 .® D "^ 0. La quantità S fi (n) per la conclusione contenuta in fine al n. 6 

sarà data dalla (6), quando in luogo di a^ , a^ si sostituiscano rispettivamente i 
loro valori relativi alla 9i(n) , ossia porvi 

C. - e* -f l 
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Si troverà dunque con facili calcoli 

Sostituendo questo risultato nell'ultima espressione di ^0^) si ha 

Le C| , Cj essendo costanti arbitrarie questa espressione fornisce V integrale 
della (1) sotto le condizioni poste, ossia (v. n.** 6) dell* eqìiazione ^ 

^{n) = h^in - 1) 4- (l - h)i^(n - 2) + i (!') 

con h diverso da 2. 

Tuttavia a questo integrale possono darsi altre forme più semplici come ri- 
sulta dalle seguenti considerazioni. Intanto poiché le costanti C| , Gj sono arbi- 
trarie, potranno determinarsi mediante il sistema 

(2-WC,-C,) + l = 



equivalente all'altro 



l 



C.-C, = - 



2-h 



e poiché h è diverso da I (giacché supponendo il contrario la relazione h + k-\ =0 
sarebbe k-0 ciò che abbiamo escluso fin dal principio) resta individuato un si- 
stema di valori per le C| , C,; e chiamando (};,(a) la funzione dedotta dalla (11) 
per questi particolari valori delle costanti si avrà un integrale particolare della (V) 
nella funzione lineare 

4',(n) = ^— ^ 



(•) Dalle due ipotesi h + k- 1-0 , D = ^« + 4A:^0 segue h^ 2. 



Digitized by 



Google 



)( il3 )( 
K poiché 

*. in) = ^ 4^, (n - 1) + (1 - Ti) '^;, (a ^^ 2) 
si avrà identicamente 

*,(n) + C = Ti H;,(/i - 1) f C ! + (1 - /O 1 *. (n - 2) + C i + l 
ciò che mostra che la funzione 

rappresenta un integrale pnrlicolare della {V) con una costante arbitraria 

Per determinare sotto altra forma quello generale si noti che se nella (II) 
si pone dapprima C2 = si trova chiamando ^^{n) il nuovo integrale particolare 

e poiché da un integrale qualunque se ne deduce un altro aggiungendovi una 
costatile arbitraria, denotando questa con 



c.-r^O + (yr^.). 



l'integrale generale sarà dato da 

♦ W-C, ^-^ ___ + __ + C, (13) 

al quale, essendo arbitrarie le C, , C, , può darsi la forma più semplice 

C, -l 
od anche mutando , ' ^ r in C, 

4^(n) = C,(;i-l)»+ i^ + C, (U) 

che è la forma più semplice cercata per l'integrale generale della (!'). 

VCL. XXXI. i5 
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Volendosi eivcre ^(r)^a^ ^ ^{^)^af essendo r^s due valori qualunque della 
variabile n dovremo determinare le costanti C, C| col sistema 

C,(^-l/ + 2^ + C, = a, 

Ma si fAìò Tare a meno anche di questo calcolo nel modo seguente. Si con- 
siderino infatti le due funzioni 

*•<") = T=li • 

Si avrà 

*(n)-4^,(n) = C,(^-1)« + C,. 
D'altra parte 

4; (n) = A4;(n-1) + (1-A)^Ku-2) + l 

^ Jn) = ft 4/,(n - 1) -h (I - ^) 4;,(ti - 2) + 1 

quindi 

*(n) - *4(n) = A 1 ^{n - 1) - U^ - I) 1 +(l - A) j ^Kn- 2) - ^,{n - 2) j 

ovvero ponendo 

4;(n)-(p,(n) = 9(fi) 

9 (n) = ft 9 (n - 1 ) + (1 - A) 9 (n - 2) 

No risulla che 9(n) = C|(A-1)'*+C, è l'integrale generale della (2) nell'ipotesi 
ft = 1 - A. Pertanto si avrà 

In 
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n, = <f(f) + 



2-ft 



«. = «p(8) + 2r^ 



-Jl 



?(«) = 0, - 



Della <f{n) conoscendosene ora due valori f (r) , f (s) , la sua espressione sarà 
data dalla (4) quando vi si ponga k = i -fi e si mutino a, , o, in 

Ir l» 

«f-o— i • «.-5- 



2-H ' ' 2-h 



Si troverà quindi a causa della (S) 



*(n) 



(A-ir-'-(A-l)-« '''2-A <'*^ 



ehe considerata pei valori interi e positivi fornisce il termine generale della serie 
individuata dalla (!'} e da due suoi lermini qualunque a, , a, , per luW i valori 
di h diverti da ì. 

4. i^ D = 0. Passiamo finalmente a questo caso in cui si ha insieme 

h + k-ì=0 , D=A« + 4A; = 0. 

Se ne deduce subilo h = 2 , k = -ì , e la funzione da determinare è quella che 
soddisfa airequazione 

<}»(n) = 2(Ji(n-l)-<Kn-2) + l, (1") 

Seguendo un procedimento analogo a quello del caso precedente, si prenda 
a considerare l'ultima relazione dimostrata al n* 2 di questa seconda parte ;' tc- 
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nuto conto che sì ha ora A = 2 ossa diviene 

<j»(n) = 2C, -Cj + t+S(p,(n) (X) 

con 

?.(l) = C,-C,-t , <p,(?) = C,-C, 
e 

?4(n) = 2(p,(tt-l)-(?,(n-2). 

n 

Ricordando quindi quanto è stato detto al n^ 7, la quantità Z^p^in) sarà 

1 

data dalla (6') quando vi si faccia r = l s = 2 , e si sostituisca quindi in luogo 
delle quantità a, , 02 (valori iniziali della 9) i nuovi valori iniziali relativi al caso 
nostro. Si avrà quindi immediatamente da queste sostituzioni 



L^^.J 



ovvero 



** ln(n-3) 



1 
Sostituendo nella (X) si trova 

ovvero 

+ (n) = C,n + C.-H'-i^(!L^ (15) 

indicando ora con C| , Cg due costanti arbitrarie diverse dalle precedenti. Si ha 
così nella (15) Vinlegrale generale della (!''). 

Come pei casi precedenti determiniamo ora la forma che assume la ^{n) quando 
si pone la condizione che pei valori r.s della variabile n assuma rispettivamente 
i valori Oy , a^. Questo fine si raggiunge determinando le C, , C2 col sistema li- 
neare che sì deduce dalla (15) facendovi successivamente 71 = r , n = s, od anche 
nel modo seguente fondato su resultati già ottenuti. 
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Si consideri Tequazionc 

^(n) = 2<p(n- I)-<p(n-2). 
Essendo ora 

/i = 2,ft = -l . D = /j* + 4fc = 0, 

il suo integrale generale sarà dato dalia (ì') quando vi si ponga h = '2 , onde 

<p(a) =:C|n+ Cj. 

Inaila (15) si ricava adunque 

^00 = <p(n) + t <»-'V"-^) (,) 



/ '" %5e« 



'gucnza 



*<„ = a, = ,(„.5(I^^^ 



l/s /x . '(8- l)(«-2) 
(J((8) = O, = <p(s) + -i ^ .' 

{(r-l)(r-2) 



<P ('•) = «, - 



t(8-l)(S-2) 

<?{») = <>,-- K 



•E poiché della f (n) sono cosi determinati due valori, sarà data dalia (4') ove 
si ponga /i = 2 e si muli o, , o, in 

„ . (r-t) (r-2) , (8-l)(8-2) 



rispcllivamente, e si troverà subito 

r l(r-1){r-2h r /(s-1)(.s-2)-i , 

7W- I- ^^ J ^"' T— ]('•-"> 

s - r 
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ed a causa delia (|x) 

r l(r-l)(r-2)l , r 1(8 -ì) (8 -2)1, 
4;(«) = — + 

che con racilì calcoli diviene 

^ a,(/i-s)-q,(n-r) ljn^70i(H~^ 
^^ r-8 2 

Questa Tunziono considerata pei valori interi e positivi di 7i , r , s /bnu'sce il 
termine generale della serie individuala dalla (I") t e da due suoi ler mini qua- 
lunque a,. , a^. 



Roma 4 Maggio 1893. 
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ALCUNE PROPRIETÀ DEI COEFFICIENTI POLINOMIALI 

DEDOTTE DALLA DIVISIBILITX DI VARI POLINOMI 

PER 

NOTA 

DI 

ELCiA 8ADUN. 



I coelTicienti polinomiali, considerati in questa Nota, sono quelli che compa- 
riscono nello sviluppo della potenza &«•>«* {k intero e positivo) del polinomio 

a?***"* + ax^^^ + . . . + a""*x -h a"~* , 

omogeneo e di grado m — 1 rispetto alle quantità x ed a, i quali non dilTeriscono, 
com' è noto, da quelli che si trovano nello sviluppo della potenza di egual grado, 
i, del polinomio non omogeneo 

x"*'* + a?**"* + ...+«+!, 

e combinano altresì, alFinfuori dei segni, che sono alternativamente positivi e ne- 
gativi, con quelli che si ottengono sviluppando la potenza k^^^ del polinomio 

x"»-< - fl?«-« + , . . £ /j; q: i . 

Di essi sono casi particolari i coefficienti binomiali. 

Le proprietà di quei coefficienti, le quali vengono poste in luce, hanno il fon- 
damento in alcuni resultati già ottenuti in altre mie Note (*), ma richiedono, per 

(*) Queste Note, che saranno citate al loro luogo, si trovano nel Periodico di 
Matematica per T insegnamento secondario^ puihlicato per cura del prof. A. Lugli. 
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essere stabilite, che si dimostri precedentemente la divisibilità di certe classi di 
polinomi per 

x^ + aac'*'* + . . . + a"*"* as + a*" , 

e per qualche potenza intera e positiva di questo polinomio. A questo proposito, 
dovrei qui almeno enuncìnre alcuni principali teoremi relativi alla divisibilità dei 
polinomi, altrove dimostrati, ed a<rgiungerne altri che con essi hanno stretta at- 
tinenza. Ma, neirintento di conseguire la maggiore brevità, stimo invece conve- 
niente di valermi di pochi principii sulle congruenze dei polinomi interi e ordi- 
nati per le potenze decrescenti della x , da cui quei teoremi discendono ; tanto 
più che la completa analogia di tali principii coi corrispondenti eh* essi hanno 
nello congruenze dei numeri, mi dispensa altresì dal trattenermi sulla loro dinfio- 
st razione. 

Pertanto, significando la congruenza 

A = B (mod D) 

che i polinomi A e B , divisi per il polinomio D , danno resti uguali, ovvero che 
la dilTerenza A — B è divisibile per D, si dovrà, in quel che segue, ammettere : 

I. Se f(X , Y , Z , . . .) è ima funzione intera e razionale dei polinomi 
X,Y,Z,...,esei coefjicicnli di f sono indipendenli dalla x , sarà 

f (A , B , C , . . .) = f (A, , B, , C, , . . .) (mod D) 
upposlo che sta 

A = A, , BsBi , C = C4,... (mod D) 

II. Se R è li resto della divisione <li P per D, sì /^a P = DQ + R e quindi 
P^R (mod D) ; ossia: Ogni polinomio è congruo col resto della sua divisione 
per il modulo D. 

IH. Dalla congruenza 

AM = BM (mod D) 
si deduce V altra 

A = B (mod D) 

solamente quando i polinomi M e D hanno per massimo comun divisore Vunità. 
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1. Se si prende per modulo il polinomio omogeneo del grado m 
(i) D = a;"* + ax^"* + a*x*"~* + . . . + a**"' x ^ a^ ., 

(inir identità 

oc**+*-o'"-^* = D(x-a) 
resulta 

Ne segue che se s è un intero, maggiore di m + l, e si pone s=(m-i-l)g + r 
con r < m + 1, sarà 

(2) a;' = at"*-''>9ac'^ (mod D). 

Per un altro numero intero s^^s (mod m + 1), avendosi S| = (m-f l)qf|+r 
(non escluso q, = 0), sarà pure 

(3) x'^E^a^'^^^^^^x' (mod D); 

e potendosi moltiplicare ambedue i meoibri della (3) per a^ dando luogo 

alla congruenza 

(iiH-l)(g-g,) 8^ («»+l)g . 

consegue da questa e dalla (2) che dev'essere 

^,^ „(«+!)(«-«.) ^», (modD) 
od anche, sostituendo a è^ il valore (rn+ 1)9i + r 

(4) x^ = ar '^* ^* 0? ^^* (modD). 

2. Con queste premesse, dimostriamo il seguente 

Teorema h Se k e q, so7io due numeri interi e positivi, il secondo dei quali 
può anche essere nullo, e s'indicano con q ed r il quoziente e il resto della di' 
tisione di mk per m + 1, il polinomio 

(5) («— +aaj'-«+ ... + a-'jc+a-')»- (-l)»o^'"+'^^«-2'^-y'"+^^'''+'* 

yoL. xxzi. 16 
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è divisibile pei' 

x^ + aac**"* + . . . + a"*"* x + a**. 
Infatti, dalla congruenza 

oac*"-* + a*a5~~* + . . + a*""* aj -f a"* = - x"* (mod D) 
che, a causa della (I), è evidentemente vera, si trae 
(6) (aa?"»-* + o«a?™-« + . . . + a*»"» x -f o~)* = (- 1)*»"»* (mod D) ; 

e perciò con riguardo alla (4) , in cui si suppone ora 6 = mk^ sussìsterà, rispetto 
al modulo D, la congruenza 

0, dividendo per a*, che è primo- col modulo, anche l'altra 

colla quale rimane provata la verità del teorema. 

3. Dal sapersi che quando i numeri k e m+1 sono primi tra loro, il polinomio 

± (x"*H a?(«-*)* + . . . +3c«*H-a?*+1) 
è divisibile per 

si rileva facilmente , cambiando a? in - e moltiplicando per a^^^ che il polinomio 

è divisibile per 

a" + daj™"* + . . . + a"**"* x + o"* , 
ossia che si ha: 

± a)'"'* ± (a* a?t«-<J* + . . . + a^""-*)* x* + o'»*) = (mod D). 

Na» in virtù della (6), secondochè k è pari o dispari, si ha pure 

(aao'*-* + a* a?"**» f . • . + a*"* oc + a")* s ± x*^* (mod D) , 
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e quindi, rispetto al motlulo D , è vera altresì la con^jruenza 

0, dividendo per a\ l'altra: 

Possono dunque ritenersi dimostrati anche i seguenti teoremi , in cui » per 
f^aggìor chiarezza, sono distinti i casi di k pari o dispari : 

Teureha li. Se k è un numero pari e primo con ra + l . il polinomio 

è divisibile per 

x^ + ax^'* + . . . + a"*"' X + a**. 

Tkoreba 111. Se k è un numero dispari e primo con ra + l, li polinomio 

ì» divisi 6t7e per 

x^ + flo?"*"* 4- . . . + a"'* 05 + a"*. 

OssKRVAzioKE. Supposto m = 2, e conseguentemente m + 1 = 3, i numeri pari 
e primi con 3 sono della forma 6/ ± 2, e quelli dispari e primi con 3 sono della 
forma ìjI±ì. E cosi dai due teoremi ora enunciati si deduce, in particolare, che: 

É divisibile per x* + ax + a* il polinomio (x + a)* + x* + a* quando k è della 
forma 6i±2, e il polinomio (xfa)*-x*-a* quando k è della forma 6t±ì (*). 

§2. 

4. Relativamente ai polinomi (5), (7) e (8), si può ricercare se essi risultino 
talvolta divisibili . oltre che per D , anche per qualche potenza D** (n > 1) , dello 
stesso divisore. 



(*) Per questo secondo caso, cfr. Bellacchi. Lezioni di Algebra, Voi. II , 
pag. 63. Eserc. 7®, ed una Nota del signor P. Marano, inserita nel Periodico di 
Matematica. Anno VII pag. 66-68. 
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Giova, a tale elTetto, osscrvaro che qualunqne sia il pdi lomio [) , alìlnchc 
un polinomio P sia divisibile per D* 6 necessario che li su:i prima derivati P', 
sia divisibile per D*~*. Questa condizione non è tuttavia siiffiiienle , ma tale si 
rende, completandola con altra conveniente ipotesi, come apparisce dal seguente 
teorema ausiliario. 

Un polinomio P, multiplo di D*""', è divlnibile anche per D*, quando la siva 
prima derivala P' è divisibile per D*"*, ed inoltre D è primo con (n - l)D', in- 
dicando con D' la derivata di D. 

Infatti, essendo per supposizione, P = D**"* Q , si ha derivando e denotando 
con Q' la derivata di Q , 

P'z=(/t- UD'^-'D'Q + D^-'Q' 

e, ammesso che P' sia divisibile per D*"V ne viene di conscj^u^nza che (a -1)D ""D'Q 
dev'essere divisibile per D"**, e quindi (/i-l)D'Q divisibile per D; ciò che non 
può avvenire altro che quando Q è divisibile per D, se D e (a - 1)D' sono primi 
fra loro. Posto dunque Q-DQ, , resulta manifestamente P=D''"'Q=D"Q, , e. d. d. 
5. Nel caso particolare da noi considerato in cui D è il polinomio (1) e perciò 

D' = mx"*"' + (fn - 1)005"*"* + . . . + a"*"« , 

la ricerca del massimo comun divisore fra i polinomi D e D', fa riconoscere che 
D e D', e conseguentemente D e [JiD' (so ;j. 6 primo con D), sono primi fra loro. 
Da questo e dal teorema ausiliario dimostrato sì raccoglie , dunque , che i poli- 
nomi (5), (1) e (8). già divisibili per D, saranno divisìbili per l)*, quando re- 
sultino divisibili por D le loro derivate prime. 

Potendosi , senza scapito della generalità , supporre , in quei polinomi e nei 
divisore D, il valore di a uguale ai 1, poniamo, per il polinomio (5) 

(5') P = («'«-« + a;'»-» + . . . + a* + a? + 1)*^ - (» 1)* 0;^*^+^)^*+'' 

Derivando, si ottiene 
P' = A:(x'»"*-f-x"*-*-f- . . . +a?4-l)*-M(wi- l)x^-*+. . . +2a}+ 1|- 

ed osservando che dalla (6), in cui si faccia a= 1 e si cangi k in k -ì, sì ha : 
(»•*-« + aj~-» + . . . + ac + l)'^-* = ( - 1)*-* a?"'^*-») (mod D) 
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si vede subito che la congruenza P' = (mod D) si trasforma neiraltra 

-(-l)*i(ni+i)g, + r|x^'^'^^^^'.^'"^eO (modD). 

Ora , che questa congruenza non possa essere soddisfatta per valori di m> 2 , 
apparisce dalla riflessione che, essendo ♦ per s> m •{- i , af=:X^ (mod D) , con r 
eguale al resto della divisione di s per m + 1, e perciò minore di m+ 1, il primo 
membro è trasformabile in un polinomio di m -1 di m termini al più, il quale, 
quando pure, per valori coavenienti di k , risulti del grado m^^^^ , rimane tut- 
tavia i7ico7np{e(o, con coefllcienti non nulli, e perciò non divisibile per D. 
Nel caso di m = 2 , la congruenza diviene 

(-1;*-«to^*"^ -(-1)*(3q, + r)a?^^*^^"^ =0 (mod a?« + a7+l) 

la quale, per essere soddisfatta, richiede come condizioni necessarie 

k = Zq^ + r ovvero k = r (mod 3) 
e 

2fe - 2 = 39, + r - 1 (mod 3) , ossia 2/c = r + 1 (mod 3). 

Ne seguo, r^ 1 (mod 3) e quindi r= I, perchè r è minore di 3. Ora, dalla con- 
gruenza /c^r^l (mod 3) , si deduce ^k^2 (mod 3), e questo non è ammis- 
sibile, perchè, per definizione , r è il resto ilella divisione di 2k per 3 e perciò 
si ha 2ft = r= I (mod 3). Dunque, completando il teorema I. può dirsi che : 

Il poUnbmio (5) non è mai divisibile per D*. 

6. A conseguenza diversa si giunge, invece, considerando i polinomi (7) e (8). 
Infatti, per il polinomio (7) avendosi 

(70 P = (a;"-« -f a?'"-» -f ... -h a? + I)* + x^*»"'^* + x^"*-»)* + ..• + a;* 4- 1 

se slndica con P' la sua derivata, e si osserva che, dovendo ora essere ^ un nu- 
mero pari , sarà k- 1 dispari, la congruenza P'^0 (mod D) si trasforma facil- 
mente, come sopra, nella equivalente 

- (m - 1) a5«*-* - (m - 2) ac"**-» - ... - 2aj'»* t""*^ - «?«*-• + 

+ (m - 1) x<«-*')*-« + (ni - 2) x<«-a)*-' + . . . + 2a?**-' + a^'' = (mod D) 
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,la quale può essere soddisfatta , purché gli esponenti di due potenze della x , 
aventi il coefficiente m — r uguale e di segno contrario , siano congrui rispetto 
al modulo m + 1. Deve dunque sussistere la congruenza: 

mk - (r + 1) = (m - r) ft - 1 (raod m + 1) 

che, sempliflcata , si riduce a 

rk = r (mod m+ 1) od a k=\ (mol m-j- 1) 

perchè tra i valori di r ve ne sono anche di quelli che resultano primi con r)? + l. 
E poiché alla stessa conclusione si arriva considerando il polinomio (8), in am- 
bedue i casi resti dunque provato, a complemento dei teoremi II e III, che: 

/ polinomi 0) e (8) so?io divisibili per D*, quando il valore di k rispeiti- 
vamenle pari o dispari, ma primo con m+ 1 , è congruo colVunilà rispetto al 
modulo m ^- 1 . 

OssERVAZio.'VE. Se 7fi = 2, e quindi m + 1 = 3, si ha, in particolare, che: 

È divisibile per (x* + ax + a*)* ti polinomio (x + a)*^ + x*^ + a* , quando k è 
della forma 6t — 2 , e il polinomio (x -f a)* - x^- a* , quando k è della forma 
6t+ I (•). 

7. Circa la divisibilità dei polinomi (7) e (8) por D', osserveremo che, afTm- 
chè uno qualunque dei due polinomi, per esempio il (1), sia divisibile per D', si 
richiede che la sua derivata prima sia «livisibile por D*, e la derivata seconda sia 
divisibile per D. Considerando anche ori, per seiiiplificare , invece del polinomio 
7), il polinomio (T), di cui li derivati, liTiiiruori di un fattiire ft, couiune a tutti 
i termini è 

P' ^ (a;"»'* + cc'^-z 4- . . . + aj f 1)*"' j {ni - \)x'^"' + . . . + 2x f 1 j -f 

è stato già dimostrato cho P' è ilivisibile per D, qumlo si hi fel (mod m-f-1). 
Il) virtù tl'^1 teorema lusiliario. P' sircbb^ì ilivisìbilc p^r D-. se li sua derivata 
P" (derivata seconda di P, fosso divisibiltì por D, ossia so avoss; lu)go li con- 
gruenza P" = (mod D). Ora si noti clie. essendo : 

P" = (A- l)(a5'«-«-|-. . . +x + ì)^'^\On- l)3C«-*+ . . . 4- 2x f 1 I* + 



(*) Per questo secoado caso, cfr. la nota citata del sig. Marano. 
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+ (OB*'"' + . . . + 03 + 1)*-* I (m - l)(m - 2)05"*"* + . . . + 2] + 

ed essendo ^--2 numero pari, e A;-l dispari, si può, come nei casi precedenti, 
trasformare la congruenza P' = (mod D), nell'altra 

(fc-l)x«^*-»)i(m-l)x'''-*+..,f2a?+lì»-a~t*-«M0»-l)('^-2)^'""*+---+^ 

+(m-l) j(m-l)ik-li a?^«-«^*-«+...4-(&-l)aj*-» = (mod D) , 

la quale è poi riducibile alla forma 

(9) (ft-1)a5|(m-l)x"»-H...+2a;-M|*-l(m-l)(m-2)ac~-»4-...+5| + 

+ (m- l)i(m- l)ft- lìx^»-» + ... + (&- l)x**=0 

se si tiene conto che, essendo k^\ (mod m + I) risulta 

m(A:-2) = l , m(&- 1) = , . . . (mod m + 1) , 
e quindi 

a;»Hvfc-j) = o) , a^t*-*) = cc^=\ , . . . (mod D). 

Ma che la congruenza (9) non possa aver luogo si riconosce dai considerare 
che si possono ridurre minori di m-f 1 gli esponenti delie varie potenze della x, 
maggiori di m + 1 , che compariscono nel prodotto 

{k-ì)x\ (m ' l)^*"-* + . . . + 2» 4- 1 i*, 

il quale, dalFessere un polinomio del grado 2m— 3, diviene un polinomio del grado 
m; e mentre i coefficienti delle potenze della x di grado m-3 , m-4, ... 1, 0, m, 
subiscono alterazione da quelli delle corrispondenti potenze che si trovano negli 
altri gruppi 

-|(m-l)(m-2)x^-» + ...+ 2| e (m-1) j(r?i-1)ft-l j a5»^-»+...+(ik-0aj'", 

i coefficienti delle potenze x*^"* e 0?»^"* rimangono invece inalterali, ed, essendo 
fra loro disegualit rendono impossibile che il primo membro della (9) possa, collo 
riduzioni fatte, assumere la forma di un multiplo di D. Dunque la derivata P'' non 
è divisibile per D, e questo prova che : 
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/ polinomi (1) e (8) non sono divisibili per D*, se n è maggiore di 2. 

§ 3. 

8. È dimostrato (*) che una condizione necessaria e sufficiente affinchè un 
polinomio 

P = ao SD* + a, ac""* + . . . + a„., ac + «« 

sia divisibile per 

x^ + ac^'* + . . . 4- ^ + 1 

è che, dividendo P per oc'"^' - 1 si abbia per resto 

■ Cicf-^-af'^ + . . . + a?+ 1), 

indicando con G una quantità che non dipende dalla x. È altresì riconosciuto (**) 
che gli r + 1 coefficienti del resto della divisione di P per oj'"^* — 1 , combinano, 
airinfuori delPordine, colle somme delle r+ 1 linee orizzontali del quadro 



' a„ 



^f+i 



^«{r+O 



(10) 



^l4-(r+0 ^i+«(r+l) 



^r+(r+l) ^f+t(r+l) 



formato in modo che una linea qualunque contiene tutte le a con indici crescenti 
in progressione aritmetica di ragione r + 1 . Ne segue immediatamente che : 
Plon jìuò un polinomio P essere divisibile per 



x' + x' 



f-1 



+ X4- I, 



senza che siaiw tulle nguali fra loro le somme delle linee orizzonlali del qua- 
dro (IO). 



(^) V. la mia Nota : Sulla divisibilità dei polinomi ecc. Periodico di Matematica, 
Anno VI, pag. 180. 

(**} y, la mia Nota ; Condizioni di divisibilild eco, Idem, Anno III, pag. 184. 
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Indicando ordinatamente queste somme con Sq , s, , Sj i • • ^n si avr& 

• r + 1 

9. Qualunque sia il numero intero e positivo ft, lo sviluppo di 

(OB**"' + aj^"* + . . . + X + 1)* 

è UD polinomio completo, del grado {m— \)h. Supponendolo ordinato per le po- 
tenze decrescenti della ac, indicheremo con k^^™) il coefficiente di a5(«»-«)*-»^ e, 
per TuDiformità della notazione , anche il primo e Tultìmo coefficiente che sono 
ambedue eguali ad 1, saranno indicati con ^qW e h^^\m^i)k' 

Passiamo ora a riconoscere alcune notevoli proprietà di questi coefficienti 
polinomiali. 

Poiché 

(oj"*"' + SD"*"* 4 ... -1- 0? + 1)* 
è divisibile per 

se conformemente ai risultati del numero precedente, si compone 11 quadro (10) 
mediante m linee orizzontali che si deducono dalla 

dando ad i successivamente gli m valori 0,1, 2,.,.(m-l), le somme So»S| , ... 
...8„_, delle varie linee orizzontali devono avere un valore costante C. Ma la 
somma di tutti i coefficienti di 

(oc"*-* + a?'"-* + . . . + aj+1)'* 

è evidentemente m^, e perciò in questo caso 

C = — = m* ^ 
m 

Possiamo dunque enunciare il 

Teorema IV. Se coi coeffieimli polinomiali della potenza 
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indicali ordinatamenle con 

si compongono m somme della forma 

(12) 8< = kÉ'"'' + k'"'W». + k('»V,„ + ... 

dorè i ha uno degli m valori , 1 , 2 , . . . (m — 1) , s£ /la sempre s< = m*"'- 

OssERVAzioKE. Nel caso particolare di ni = 2, i coefficienti di (ac + l)* sono gli 
ordinari coefiTicienti binomiali. da indicarsi con k^^^^ o, più semplicemente , cooìc 
si suole, con k^. Per essi il teorema, ora dimostrato , combina con la ben nota 
proprietà: La somma dei coefficienli binomiali di posto dispari, eguaglia la somma 
dei coefficienti di posto pari. Ma, come si vede, questa proprietà dipende qui sol- 
tanto dairessere (05+ 1)*, divisibile per a? + l , e non dall'essere nulla la somma 
dei coefficienti di (x - 1)^. Quest'ultima verità può invece, alla sua volta , riguar- 
darsi come subordinata all'altra più generale, che la somma dei coefficienti di 

(ar»"* - x^^* + . . . ± 05 T 0^ 

è uguale a o ad 1, secondochè m è pari o dispari; onde avviene che: 

Nella serie dei coefficienli polinomiali k^^**\ la somma dei coefficienti di posto 
dispari eguaglia la somma dei coefficienti di posto pari, se m è un numero pari, 
e la supera di un'unità, se m è dispari. 

10. Se nel polinomio (S') si limitano i valori di 9, a quelli soli per i quali si ha 
(m + l)g, 4-r<(m-l)A;, 

ciò che, supposto il numero k maggiore di 1, succederà almeno per il valore 9i=0, 
i suoi coefficienti sono ancora i coefficienti polinomiali kj^^\ all' infuori del coef- 
flciente ^'^^TO-Oft-Cm+iì^ -r i^ quale, per causa del termine (— l)*fl5^*"^*^^ '*'*' va di- 
minuito aumentalo di 1, secondochè k è pari dispari Ha, per il teorema T, 
il polinomio (50 è divisibile per 

05~ + flc*""* + . . . + o; + 1 , 

e perciò se coi suoi coefficienti si compone il quadro (10) in modo che questa 
volta consti di m+ 1 lìnee orizzontali , deducibili ancora dalla (11), dando ad £ 
gli m + 1 valori 0, 1, 2, ... (rn— 1), m, le somme s© > ^i > • • • s» avranno un va- 
lore costante C. Questo valore è poi subito conosciuto, perchè la somma dei coef- 
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ficienti del polinomio (5'j è m*-(- 1)*, e quindi 



80 + Si + • • • + 8« = (w + 1 ) C = m* - (- 1 j* 
donde 

C = 



m'^ - (- 1)* 



m+ 1 

Rilevasi di qui la validità del 

Teorkha V. Se coi coefficiend polinomiali k^^^^ si compongono m 4- ! somme 
della foìfna (12), dove i è uno degli m^ \ minori , I , '2 , . . m , queste somme 

m* -(- 1)* 

hanno il valore coslanle — , ad eccezione di una, il cui valore è invece 

m + 1 

m^ -(-!)* ^ m|m*-* + (- !)*( 

— i 1 = 1 . 

m + 1 m + 1 

11. Non sono, a questo punto, necessarie altre spiegazioni per intendere come 
coi teoremi II e III, si coUe^^hino i seguenti due teoremi sui coefllcienti polinomiali. 

Teokema vi. Se k è un numero pari e primo con ra-hl, e se coi coefficienti 
polinomiali k,w^ qì compongono m + \ somme della forma (12), dopo avere 
aumenlali di 1 gli m coefficienti 

u (f») 1, (m) 1, (III) ii(iii) 

ognuna di queste somme ha il valore di 

m*4-m m(m*"' + 1) 
m + 1 " m + 1 

Teoreha vii. Se k è un numero dispari e primo con ra + 1 , e se coi eoe/- 
ficienli polinomiali k^W si compongono m+ 1 somme della forma (12) , dopo 
avere diminuiti di 1 gli m coefficienti 

k(m) 1, (M) if (ffi) ì.(m) 

ognuna di queste somme ha il valore di 

m'^ - m mi m*"* — 1 | 
m4- 1 m + 1 
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Osservazione I. Poiché si ha V**^ = *^**\m-i)ik = ' > questi coefficienti si riducono 
a zero quando va efTettuata la diminuzione di I sugli m coefficienti 

V"^ , A:,W *(-)(„.,),. 

In questo caso si potrà, coni* è evidente, modificare il quadro (10), da cui hanno 
origine le somme considerate , facendolo cominciare dalla seconda linea , e por- 
tando in un*ultima linea gli elementi a^^, , 02(^4.0 9 ••• della prima. 

Osservazione II. Per m = ?, si trovano, in particolare, le seguenti proprietà 
dei coefficienti binomiali. 

Dal teorema Y , si ha che : 

Data la serie dei coefficienti binomiali 

« t l'i > *t > • • • l^*-i 1 ' 
8e si pone 

So = 1 + ks + k^ + . . . + A;,^ + . . . 

S| = K| + K^ + kj + • . . + kjfi^.! + . • . 

Sj = kj + k5 + kg+ . . . + kj^+j + . . . 

2*— (- 1)* 

due di queste somme hanno il valore ^ , e la rimanente ha il valore 

o 

3 

Il teorema VI dà che : 

Se k à un numero della forma 6t ± 2 e si considera la serie dei coeffictenli 

2 > k| , kj , . . . kjj_| 9 2 
ognuna delle somme 

So = 2 + kj + ke 4- . . . + kj. + . . . 

Si = k| + k^ + kg + . • . 4- kjii^i 4- . . - 

s, = ki + k5 + kg+ . . . +k5„+, + . . . 

2(2*-' -fi) 
ha il valore di — - . 
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Infine, dal teorema VII e dall'osservazione I, si ha che : 

Se k è un numero della forma 6l±l e ai considerano i coeffidenli bino- 
mtali della serie 

k| » kj , . , . kjt_, 
ognuna delle somme 

s,=k, -fk^+ . . . +k,^^4+ . . . 

Sj = k, + k^ + . . . + k|,|+2 + . . • 

Sj = Kg + k^ + . • • + ^3ii+3 "♦"••» 

ha il valore di -^ — « -. 

§ 4. 
12. Poiché per A>2, il polinomio 

(«"*"■* + x^"^ + . . . + a? + I)* 
ò divisibile per 

(»"*"* + a?"*"* 4- ... +05+ I)*, 

e per k= 1 (mod m+ 1), i polinomi (7) e (8) risultano divisibili per 

D* = {x^ + a?""» + . . . + a? + 1)*, 

se ne deduce in ambedue i casi che i quozienti della divisione di 

(x""* + a?**"* + . . . + aj + I)* per x"»"* + x"*"* + . . . + x + 1 . 

e dei polinomi (7) e (8) per 

D = x"* + ^'*"« + . . . + x + 1, 

sono di nuovo, rispettivamente, divisibili per a?™** + x^"- + . . . + x + 1 , e per 
D. Si possono perciò, senza difficolta, trovare altre relazioni fra i coefficienti 
polinomiali k^^^\ le quali, oltre che per la forma , sono notevoli in questo , che 
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non vi compariscono tulli i coefQcìenti kJ'^K Si sa, inratti, dalla teoria della dì- 
visione algebrica dei polinomi interi, ordinati per potenze decrescenti , che se N 
è il grado del dividendo, ed r il grado del divisore , degli N + 1 coefficienti ap- 
partenenti al dividendo, soltanto i primi N — r-hl concorrono, insieme coi coef 
licienti del divisore, a formare i coefficienti del quoziente. 

Prendendo per divisore x'"4-x'""H . . . -fa?4-l, il quale può riguardarsi come 
proveniente dalla forma generaje 

col porre 61 = 62 = . . . = 6,._, = 6^ ~ — 1, il calcolo dei coefficienti simbolici 6,^** 
(/i = , 1 . 2 , . . . (N -r -f 1)) , che entrano nella composizione dei coefficienti 
del quoziente (*), dà per essi, i semplicissimi valori 

6| = — 1 , 0| ^" 6| =2 ••. ^ 0| ^^ U I Oj ss 1 

ove X indica un numero intero, positivo nullo. Mediante questi valori e i primi 
N — r 4- 1 coefficienti del dividendo, che indicheremo con o^ , a^ , o^ , . . . aN-r , 
si trovano i seguenti coefficienti del quoziente 



(i3)- 

f -Ì-(ai+(r+l)-«<-l+(r+l))+(«i-fli-l)- 



i quali, ordinati per linee verticali in guisa che ognuna di esse (l'ultima, al più, 
esclusa) ne contenga r+l, rivelano air evidenza la legge della loro formazione. 



(*) Vedi la mìa Nota : Sulla divisione dei polinomi interi. Periodico di Mate- 
matica. Anno VII. 



Digitized by 



Google 



)( 135 )( 
Ed ora è chiaro che, quando il quoziente è un polinomio divisibile per 

co* + as'-* -1- . . . + a? + 1 , 

al quadro (13) apparterrà la proprietà caratteristica del quadro (10), quella, cioè, 
di avere costanti le somme delle sue linee orizzontali. Cosi si avrà, per la prima 
linea 

(14) C = ao + i(ttr+, - a,) + q^\ + |(a,,+, - a,,+,) + (a,+. - a,) + ix^\ + .. . 

= t^tto + (l* - l)(«r+i - O'r) + (l* - 2)(a^+, - a2^+,) + ... 
e per una qualunque delle rimanenti 

(15) C = ti' (a< - a,..,) + (IX' - lì(af+(,+^) - a<.,+(,^o) + 

+ (IX' - 2) (a^^,(,^,) - a^.|+,(,+o) + • • • 

e sarà ijl' = (Ji per le linee orizzontali che hanno lo stesso numero di termini della 
prima, e {jl' = ii.-1 per quelli che hanno un termine di meno, ciò che accade 
quando l'ultima colonna del quadro (13) non è completa. 

A relazioni della forma (14) e (15) soddisfano appunto i coefOcienti polino- 
miali 'k^^^ che compariscono nei quozienti della divisione di 

(a?*-* + ob""* + . . . + aj + 1)* per a?~"* + a?"**"* + . . • + a? + 1 (*) 

e dei polinomi (1) e (8) per 

x^ + aj~-» + . . . + tì? + 1 . 

Tali relazioni sono, rispettivamente, in numero di m o di m + t , e in ciascuno 
dei due casi si determina facilmente il valore della costante C. 

(•) Avendosi 

(aj«-«-fic«-*4-...+a?+l)* : (iC«"*-ha;'""*+...+a?+l) = (a:'»-Ha;"*"*+...+ir+l)^-S 

gli elementi del quadro (13) sono, in questo caso, i coefficienti polinomiali (A:- 1 )„<*") 
espressi in funzione dei coefficienti k^^^^- 
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Stimando superfluo Y intrattenervisi più a lungo , noteremo solamente che 

05^"* -h x^'^ + . . . + a? + 1 
il polinomio 

(x^-* + a?"*-* + . . . + SD + 1)* 

e i successivi quozienti, finché lo comporta Tesponente k>2, si hanno, col pro- 
cedimento surriferito , vari sistemi di m relazioni , che includono una parte dei 
coefficienti /c,^^•*^ mentre non succede altrettanto per i sistemi di m + 1 relazioni 
dipendenti dai polinomi (7) e (8) . perchè, come è stato provato, quei polinomi non 
sono divisibili per potenze di 

00^ + x^'* + . . . + 05 + '1 

di grado superiore al secondo* E chiuderemo, infine, colFosservazione, che anche 
la divisibilità per 

o)^ H- a"*'* + . . . + ce + 1 

delie derivate dei polinomi (7) e (8) , dimostrata nel § 3 , fa si che si possono 
avere altre relazioni tra i coefficienti kn^"*\ le quali hanno un'intima connessione 
con quelle stabilite nei teoremi Yl e VII del paragrafo precedente. 

Roma, Aprile 1893. 
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GLI ELEMENTI COMPLESSI NELLA GEOMETRIA ANALITICA 



DEL 



Dott. O. T O G N O L I. 



In una Memoria di vecchia data (*) , il signore Stolz prende ad esaminare 
un punto dell'opera di Staudt: Contribvzioni (Beilràgen) alla Oeomelria di si- 
Uiaziono, il quale si riferisce alFclemento complesso nella Geometria. 

Con sue particolari considerazioni, il signore Stolz illustra questo punto, 
importante anche nella Geometria analitica, ed è probabile che Egli abbia pure 
l'intenzione di presentarlo al lettore sotto un aspetto più facilmente comprensibile 
(Il quello, ch'esso non apparisca nell'Opera succitata dell'illustre e compianto Geo- 
metra Staudt. 

Su questo stesso argomento, ci piace di esporre qui alcune nostre riflessioni. 

1. 11 numero complesso x + iy rappresenta, secondo Gauss, il punto del 
piano, cui corrispondono le coordinate x ,y. E questo modo di rappresentazione 
ha servito , come si sa , a fondare una teorica dei numeri complessi , la quale , 
come un caso particolare, comprende quella dei numeri reali. 

Però, se questo modo di concepire i numeri della forma x + iy si mostra 
utile per la Teorica delle Quantità, non pare finora di alcun vantaggio per la Geo- 
metria analitica. 

Pure, anche nella Geometria, si possono unire, idealmente, agli elementi 
reali : punlOy rella, e piano, altri tre elementi analoghi, che si potrebbero chia- 
mare : punlo, rella^ e piano complessi. 

Cercare una definizione geometrica per ciascuno di questi tre nuovi elementi, 
e mostrare poi commessi si possono usare nella Geometria analitica al pari dei 
loro corrispondenti reali , è ciò che ci proponiamo di fare nel seguito di questo 
breve articolo. 



n Cfr. i Math. Annaleu Voi. IV, pag. 41C. 

VOL. XXXI. ^8 
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2. Sia XY una retta data in un piano , e su di essa due punti fissi A^ , A, 
(punii fondamenlali), le cui rispettive coordinate sono aj^, j/q ; x, ,t/,. Qualunque 
altro punto della XT sarà detcrminato da due numeri x , y, cosi definiti : 

(1) 

e quindi la sua posizione sulla retta XT sarà individuata dal valore che si attri- 
buisce nelle (1) al parametro arbitrario X. 

Sieno ora 0^ = , C|=0 T equazioni di due circonferenze, che passano per 
due punti dati Ho , H,. Il fascio delle circonferenze : 

(2) Co + piCi = {}k cost. arbitraria) , 

determina sulla retta X¥ una involuzione del secondo grado ì cui punii doppi 
sono quelli ove il solo paio di circonferenze di questo fascio toccano la retta XT. 

Una coppia di punii coniugali di questa involuzione si ottiene cosi: si so- 
stituiscono neir equazione (?) ad a? , i/ i loro valori dati dalle (l), poi nell'equa- 
zione risultante si attribuisce a \k un determinato valore, e si risolve Tcquazione 
quadratica in X che cosi deriva ; i due valori di X che si ricavano determinano 
sulla retta XT i due punti coniugati che si volevano ottenere. I punti doppi della 
medesima involuzione provengono ancora dalla stessa equazione quadratica in X, 
ove però [Ji è lasciato indeterminato, coircsprimere che le sue due radici X sono 
fra loro uguali. 

In questo modo si stabilisce un'equazione quadratica in pi, le cui radici de- 
terminano le due circonferenze del fascio (2) , che sono tangenti alla retta data 
XT, e quindi 1 punti doppi suddetti. 

Ai due valori di [jl , che si ottengono da quest* equazione quadratica, corri- 
spondono due distinti valori per X , e quindi due punti separati sulla retta XT. 
Ora se si fa l'ipotesi che il punto ove la retta Ho H^ incontra la retta XY , 
giaccia fra Ho , H, , i suddetti due valori di pi saranno espressi da due numeri 
complessi coniugati, e tali saranno pure i corrispondenti valori di X. I punti doppi 
della involuzione che qui si considera saranno pertanto due punti ideali e separati 
sulla retta XT. I valori poi dì x ^y che si deducono dairequazioni (1) per questi 

due valori di X, saranno per l'uno della forma a + 1^ « e per l'altro della forma 
a - ip. 

Si può quindi dire, che la superiore ipotesi riguardo alla posiziono del punto 
sulla retta UoH|i conduco a due valori complessi coniugati di X , ai quali noi 
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afTcrmiamo che corrispondono due punti separati sulla retta XY, che chiarocrcroo 
punti complessi coniugali, sol perchè esiste Tinvoluzione del secondo grado, che 
su questa retta è determinata dair equazioni (2). In questa medesima involuzione 
ad ogni punto reale corrisponde sempre un punto reale, e ad un punto complesso 
il punto complesso coniugato, separato dal primo, come ID sono i punti doppi di 
essa involuzione. Sulla retta XY i numeri complessi vengono cosi compresi nella 
ben nota rappresentazione dei numeri reali, cioè ad ogni numero (reale o com- 
plesso) corrisponde sempre un punto (reale o ideale) della XY. 

3. Vediamo ora come si giunge alla nozione del punto complesso nel piano. 
Supponiamo perciò dati in un piano cinque punti : Pt , P2 » Ps » Pi > Ps ? ^ sieno 
9q = , ?i = Tequazioni di due coniche che passano por ciascuno dei punti 
Pi » Pi » Ps » Pi » e (J^^ = . ^, = quelle di altre due coniche , le quali passano 
per ciascuno dei punti p, , p2 , Ps , P5. I due fasci di coniche : 

(1) ?o + l^?i = . *o + lAcp, = 

determineranno, nel piano che si considera, un punto, per ogni valore attribuito 
al parametro \k. Sia poi data in questo piano una retta, per la quale le coordinate 
di ciascuno dei suoi punti sono determinate dairequazioni : 

^^^ ®- 1+X ' y-^ \+\ ' 

dove X è una costante arbitraria. 

Fra i parametri X e [x si stabilisca l'equazione : 

(3) aX + 6[jL + cX[jL + d = 0, 

dove , ò , e , d sono delle costanti date. Vi sarà allora univoca corrispondenza 
fra i punti della retta (2) e i punti del piano dato, che sono in esso determinati 
da due coniche dei fasci (1) corrispondenti ad un dato valore di pi. E il punto del 
piano datOf che corrisponde ad un punto della retta (2) avrà per coordinate le 
quantità x , y , date dall'equazioni : 

(4) x = f,W , y^ftW, 
dove sarà in generale 

* Pt + QtV- 

Ma l'equazioni (2), anche per un valore complesso di X, determinano sempre 
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un punto sulla retta congiungonte i punti {Xq , y^) , (jc, , i/,ì , al quale dovrà 
sempre corrispondere l'unico punto comune alle due coniche dei fasci (I), che in 
virtù della (3) corrispondono al considerato su questa retta. E poiché Tequazione 
(3) per ogni valore complesso di X dà anche per \k un valore complesso-, se a, 
6 , e , et , come vogliamo ammettere , sono quantità reali , cosi le C4) individue- 
ranno nel piano un punto per qualunque valore reale o complesso di [jl. E si avrà 
cosi la deOnizione geometrica e analitica di quello, che chiameremo punlo com- 
plesso nel piano, cioè di qu^l punto le cui coordinate x.y sono numeri della 
forma h + ih. 

Siccome poi, in virtù della (3) , a due valori complessi coniuj<aii di X corri- 
spondono due valori complessi coniu^'ati di |jl, diremo essere due punii complessi 
coniugali nel plano , quelli che si deducono dalle equazioni (4) per due valori 
complessi coniugati di \k Si prova facilmente che un punto complesso qualunque 
nel piano si può sempre supporre situato sopra una retta reale, la quale conterrà 
allora anche il punto coniugato di questo. Come elemento, il punto complesso si 
può sempre comprendere fra quelli che sono necessari ad individuare una curva 
piana algebrica. In una tale determinazione esso equivale a due distinte condizioni 
fra le costanti della curva, e sussiste il teorema : 

Se una curva piana algebrica a coefficienti reali passa per un punlo com- 
plesso , essa pttsserd necessariamente anche per il punlo complesso coniugalo 
di questo. 

Di qui si deduce subito, che due distinte rette in un piano hanno sempre in 
comune un punto reale. 

Gioverà poi osservare , che dicendo che il punto complesso equivale ad una 
doppia condizione fra le costanti deirequazione di una curva, noi intendiamo che 
questa affermazione valga unicamente per quelle curve , le cui equazioni lianno 
coefficienli reali. 

Sieno dati tre punti p, , ?^2 , Ps , e sieno cp, = , (?j = . ©3 = l'equazioni 
di tre coniche che passano per ciascuno di questi punti. Ogni conica che passa 
per Pi I P2 , P3 sarà determinata dairequazione : 

9i + 1*1 ?2 + [J^* ?3 = (\K^ , [jLj cost. arbitrarie). 

Ora, se si sottopone una di queste coniche a passare per un punto complesso, 
si otterranno due equazioni lineari fra {jL| e pi^ , che serviranno a determinare i 
valori di queste due quantità. Ma una tal conica deve anche passare per il punto 
coniugato di questo, quindi : Una conica che debba passare per tre punii reali 
ed un punto complesso, è pienamente determinata. 

Questo teorema è confermato dal seguente esempio, notissimo nella Geometria. 

I punti che una curva algebrica piana ha in comune colla retta air infinito 
del suo piano, sono quelli che questa retta' ha in comune colla curva, la cui equa- 
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zione si ottiene da quella della curva data col porre uguale a zero il complesso 
(lei termini di questa equazione che sono del massimo grado rispetto ad a; , y. 
Quindi i punti che la circonferenza : 

ha in comune colla retta all'infinito del suo piano, sono i punti comuni a questa 
retta e alla curva : 

a?2 + y* = : 

e le coordinate di questi punti hanno il rapporto +i por l'uno e — t per l'altro. 

Una circonferenza è adunque determinata «la tre punti reali, appunto perchè 
tulle le circonferenze di un piano hanno in comune due punti complessi coniu- 
gati all'infinito. 

Per dare altri esempi della determinazione di una curva per punti, fra i quali 
ve ne sono dei complessi, supponiamo che ciascuna delle coniche : 

?i = » 92 = , (p5 = , 9^ = . 95 = 

debba passare per un dato punto reale. Allora una conica del sistema : 

9* + 1*1 92 + 1*2 93 + 1^3 94 + 1*4 95 = (l*i » .•• » [*4 cost. arb.) 

sarà individuata , se la si sottoporrà a passare per due punti complessi (non 
coniugati). 

É adunque determinata una circonferenza da un dato punto reale e un dato 
punto complesso; e non v'è una circonferenza per un dato punto reale, che debba 
toccare in un dato punto complesso una retta data, perchè la retta che congiunge 
il dato punto reale con questo punto complesso (corda della circonferenza che si 
vuole ora determinare) dovrebbe coincidere con quella su cui è dato il punto 
complesso, e ciò rende impossibile resistenza di questa circonferenza. È questa 
una nuova prova , che due punti complessi coniugati sono sempre due distinti 
punti di una retta. É sottinteso che l'equazioni delle linee che qui si considerano 
sono sempre supposte a coefficienti reali. 

Nel piano ad un punto complesso corrisponde sempre un solo coniugato, ciò 
risulta dalle cose dette in questo numero, ma può anche ricavarsi dell'osserva- 
zione, che una circonferenza è individuata da un dato punto reale e un dato punto 
complesso^ e che essa sega una retta soltanto in due punti (reali o complessi). 
Adunque : In una conica la polare di un punto complesso si riduce al punto 
coniplesiso coniugalo del polo. 
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4. Le considerazioni che si sono svolte ne) n" precedente 3 sono di quelle a 
cui è applicabile il principio della dualilà. 

Ed è per questo principio, che da quelle considerazioni si assorge alla deG- 
nizione geometrica e analitica della retta complessa nel piano. 

Difatli slan date in un piano cinque rette : r© , r, , r^ , r, , i-^ , e sieno 
9^<» = , 9^*^ = r equazioni di due coniche tangenti a ciascuna delie rette 
Tp , r, , fj , ?'3 , e ^'^^ = , ^^*^ = quelle di altre due coniche, le quali toccano 
cìas' na delle rette r© , i\ , r^ , r^. I due sistemi di curve : 

(i) 9<^i + ix<p(') = , (|;(«)-h|iL<t(*) = o 

deten.i' :ano, nel piano che si considera, una retta, per ogni valore attribuito ta 
parametro \l. Ria poi dato in questo piano un fascio di rette, pel quale le coor- 
dinate di ciascuno de* suoi raggi sonQ date dairequazioni : 

(2) n^.'io+^, r^^tl^ (X cost. arbitraria). 

1 +X 1 -1- X 

Fra i parametri x e [ji si stabilisca Tequazione : 

(3) ax + 6iji-|-c\ji4-d = 0, 

dove a ,b , e , d sono costanti reali date. Poiché i raggi del fascio (2) si possono 
sempre far corrispondere univocamente ai punti di una data retta , cosi potremo 
dire che Tequazionì (2) danno sempre le coordinate di una retta, per qualsivoglia 
valore reale o complesso di x. Ma ad ogni raggio del fascio (2) deve corrispondere 
una retta, alla quale sono tangenti due coniche corrispondenti dei sistemi (1), 
e le coordinate di una tal retta sono date dalTequazioni 

(4) u = (p(ix) , r = 4/(ix), 

dove ^(ijl) e ^(\k) sono espressioni ddla forma . Queste due . equazioni de- 

AJ "t" AJ [X 

terminano adunque una retta anche per un valore complesso di [i , la quale noi 
diremo retta cowjìlessa. E chiameremo poi rette complesse coniugale quelle , le 
cui coordinate si ricavano dairequazioni (4), coli* attribuire a pi due valori com- 
plessi coniugati. Se una curva piana algebrica dev'essere tangente ad una retta 
complessa, ciò equivarrà a due distinte condizioni fra le costanti dell'equazione 
di questa curva , sempre però nella supposizione che una tale equazione sia a 
coefficienti reali. 

Se una curva è tangente ad una retta complessa \u sarà anche alla retta 
coniugata di questa. Due rette complesse coniugate hanno sempre in comune un 
punto reale ; e perchè si può sempre stabilire una corrispondenza univoca fra le 
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rette del fascio cui appartengono queste duo rette complesse , e i punti di una 
retta che non passa pel centro del Tascio medesimo , cosi due rette complesse 
coniugate saranno sempre due rette distinte in questo fascio. Sussisterà adunque 
pei punti di una circonferenza quella stessa polarità, cui abbiamo accennato nel 
n® 2 a proposito dei punti di una rotta , e ciò senza escludere il punto ideale. 
Come adunque sulla retta i segmenti contati da un'origine fissa si possono distin* 
guere in reali e ideal/, chiamando col primo di questi nomi quelli il cui estremo 
mobile è un punto reale della retta, e col secondo quelli che hanno per estremo 
mobile uu punto complesso della retta stessa, un'analoga distinzione si può fare 
ora per gli archi di una circonferenza, contati a partire da un'origine fissa su di 
essa. I risultamenti ai quali qui siamo giunti, ci permettono di riprendiere in esame 
una questione, che ha un particolare interesse per la Geometria elementare. Sup- 
poniamo dato un triangolo rettilineo di vertici A, , Aj, A,, e indichiamone con 
^1 I <^i > ^3 i ^^G angoli. Poiché alcuna relazione vincola questi angoli, cosi è egual- 
mente ammissibile che sia ot| + «« + «a ? ^80®.- Ciò è vero, se si prescinde da qua- 
lunque postulato. Ha qual'ò la linea, che noi chiamiamo circonferenza? É quella, 
che in un sistema di assi ortogonali può rappresentarsi coll'equazione : 

x^ + y^ + ax ■{- by r e = i) , 

dove a , b , e sono costanti reali date. 

Questa linea è segata da una retta reale in due punti , reali o complessi , 
distinti coincidenti ; essa non ha rami infiniti , perchè non ha (lo abbiamo al- 
trove dimostrato) punti reali all'infinito. Riferendola ad un sistema di assi orto- 
gonali paralleli a quelli del sistema attuale , coU'origine nel punto di coordinate 

— - , — 5 , la sua equazione diverrà : 




x" + v'*-j'j-\-c = 0, 
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quantità 7- + -r ~" ^ ^ positiva, che ogni retta con- 
4 4 



dotta per la nuova origine sega la curva in due punti reali , Je cui coordinate 
sono uguali, ciascuna a ciascuna, e <)i se<,'no opposto. Cliìamcrerno questa origine 
centro della circonferenza. Si assuma adesso una certa unità lineare u, e s'im- 
magini una linea del second* or Jine, i cui punti abbiano la proprietà, che il qua- 
drato del numero che nella unità n misura la distanza d* uno qualunque di essi 
da un punto Asso del piano, sia uguale alla somma dei quadrati dei numeri che 
misurano in questa stessa unità, le coordiucite di quel punto , rispetto ad un si- 
stema di assi ortogonali coli* origine nel punto fisso ; allora si proverà che la 
suddetta distanza dev* essere costante, altrimenti una data retta non segherebbe 
la curva in due punti determinati, vjuindi, se si rappresenta questa distanza coi 



numero 



/«'^^* n r 



equazione di questa curva sarà ; 



1 . a «*.'>* 



cioè si avrà la nostra circonrerenza. Questa linea , la cui forma si dipinge ora 
chiaramente ai nostri occhi, è chiusa , e la si può supporre divisa in 360 parli 

uguali (gradi). 11 numero \/x"*"T""^ ^^ ^^^^ '^ ^"^ moggio, e le coordinate 
X , y d' un punto M qualunque di questa linea , misurate rispetto al raggio OH , 



M 




3' 



^Sa P 



preso come unità , le distingueremo : la prima col nome di coseno dell* angolo 
a7oM (od a), e la seconda con quello di seno di questo medesimo angolo. 

Ora definiamo un triangolo cosi : Il triangolo è la figura formala del sislema 
di tre punti (non in linea retta) e dai segmenti reililinei che hanno per termini 
due di questi punti, e i cui angoli (a^,a^,a^), considerati come angoli al cenlro 
di una data circonferenza^ veri ficcano la relazione : 



(10 



C08(a, + o^i + «4) = 0. 
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Ma dalla nostra deHnizione della circonTerenza, e da quella che noi abbiamo 
flato per le coordinate di ciascuno dei punti di questa lìnea , sì deduce subito , 
che se tre angoli positivi a^.a^.a^ verificano la relazione (IO la somma ai+a^+aj 
dev'essere uguale ad un multiplo dispari dì 180^, cioè deve aversi 

sti + «2 -h «3 = (2A: -H I ) • I SO*" (fc intero positivo) ; 

e siccome gli angoli ol^ , ol^ i ^s sono compresi Tra 0^ e 180^, questa relazione 
sussisterà nel solo caso che sia & = U e però a, + a^ -i- a3 = 180". 

È adunque nel triangolo . quale noi lo abbiamo definito » la somma dei tre 
angoli (in ^radi di circonferenza) uguale a 180% cioè alla semisomma dei gradi 
contenuti negli archi sottesi dei lati del triangolo , nella circonferenza ad esso 
circoscritta. 

Esiste però un simile triangolo? À questa domanda rispondiamo intanto, che 
dai risultamenti da noi ottenuti in questo e nei precedenti numeri si ricava, che 
se esiste , è necessario che per i suoi tre vertici passi realmente una circon- 
ferenza. 

Ma questa condizione è anche sufficiente? É ciò che ora vedremo. Si consideri 
perciò un cerchio ed un triangolo inscritto in esso , che abbia per uno de' suoi 
lati un diametro fisso dì questo cerchio. Allora si proverà, senza ammettere alcun 
postulato, che l'angolo al contro, il qu.ile insiste sullo stesso arco di un angolo 
del triangolo, è sempre maggiore di quest'angolo. Quindi, se s'indica con S la 
somma (in gradi di circonferenza) dei tre angoli di questo triangolo, si avrà : 

0« < S < 360« 

e perchè S non soddisfa ad alcun' altra condizione, si può sempre ammettere per 
S il valore 180®; e però esiste un triangolo rettilineo, nel quale la somma degli 
angoli (in gradi di circonferenza) è 180^. 

Ora la Geometria ha provalo (V. Gli Elementi di Geometria dì R. Baltzer 
tradotti dal Prof Cremona, pag. 26, 27, 28), che « la somma degli angoli di 
un triangolo rettilìneo non può superare 180* », e ne ha dedotto che k se esi- 
stesse un triangolo rettilineo nel quale questa somma fosse u,'uale a 180*, essa 
sarebbe 180° in qualunque triangolo rettilineo ». Si può dire adunque , che un 
triangojo rettilineo definibile come noi lo abbiamo definito superionoente , non 
sempre esiste, ma affinchè egli vi sia, è necessario e sofficiente che pei suoi tre 
vertici passi cffeUivamenle una circonferenza. 

Un triangolo rettilineo , nel quale la somma degli angoli (in gradi di circon- 
ferenza) sia diversa da 180° si può sempre pensare, ma siccome i suoi angoli 
non verificheranno allora la relazione (T) , cosi i suoi tre vertici non saranno 
reali, ed esso sarà imnìaginario o ideale. 

VOL. XXXI. 19 
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É pertanto solo nella Geometria reale , cosi ci piace chiamare la Geometria 
euclidea^ che la somma degli angoH di un triangolo rettilineo (in gradi di circon- 
ferenza) è 180®; e il celebre postulato della Teorica delle parallele, sul quale i 
Geometri hanno dottamente discusso, vi rappresenta una proposizione d* inconte- 
stabile verità. E quel sistèma di Geometria , nel quale il teorema sulla somma 
degli angoli del triangolo rettilineo, lo si considera come un* ipotesi intermedia 
fra altre due, che pur si possono ammettere, può ben distinguersi, come altri ha 
fatto, coirappellativo di Geometria immaginaria. 

S. Diremo ora del punto complesso, e del piano complesso nello spazio. 
Si suppongano dati nello spazio i dieci punti Pi ,Pt 9 *•* i P7 9 ••• > Pio ^ i ^i*^ 
fasci di quadriche : 

*o + 1^*1 = , 

(1) ^0 + 1^^ = 0, 

Xo + V-ti =0 (pi cost. arbitraria) , 

e si ammetta, che tutte le superRcie del primo di questi fasci passino per ciascuno 
dei punti Pi , P2 » ••• > P? 9 P» 1 tutte quelle del secondo per ciascuno dei punti 
P11P2 »•• >Pi Ps» ^' ^"^^® quelle del terzo per ciascuno dei punti PnPi ,. -iPiiPio- 
Sia data inoltre in uno dei piani coordinati, per es. nel piano xy, la retta, i cui 
punti hanno le coordinate : 

(2) X = ^" "^ ^f * , y = y^-t^' (), cost. arbitraria) , 

e si stabilisca fra x pi Tequazione : 

ax + 6pi -f- cXjjL H- d = (a , 6 , e , d cost. ref»li date). 

Allora ad ogni punto della retta (2), determinato da un particolare valore di 
X , sarà associato quel punto dello spazio che Tequazioni (1) determinano per quel 
valore di pi, corrispondente a questo valore di x. Le coordinate di un tal punto 
saranno date daircquazioni : 

m 

^ = F,{|i) , 2/ = F2(pL) , ;J = F3(pL), 

dove F,(pi) è un'espressione della forma — J ^-. Queste equazioni individuano 

sempre un punto nello spazio per qualsivoglia valore reale complesso di pi ; 
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noi diremo che quel punto che si deduce da queste equazioni per un valore com- 
plesso di |i è un punto complesso nello spazio ; e sono due punii complessi 
coniugali quelli, che corrispondono a due valori complessi coniugati di pi. Si di- 
mostra racìlmente che due punti complessi coniugati nello spazio sono sempre due 
punti distinti, e giacciono sopra una retta reale. Un punto complesso rappresenta 
una condizione doppia nella determinazione di una superRcie algebrica » la cui 
equazione è a coefficienti reali. 

Alla definizione geometrica e analitica dei piano complesso si arriva colFap* 
plicarc a quanto ora abbiamo detto relativamente al punto complesso nello spazio, 
la legge di dualità. Difatti si supporranno dati i tre sistemi di superflcie della 
seconda classe : 

(!') *'o)-hiii*(«>=0 , Y(o)+iJiV<«^=0 , x^'^+lAX^'^=0 (\L cost. arbitraria), 
nei quali le superficie del primo sistema toccano tutte ciascuno dei piani 

"i » "a » • • • > "7 » ^8 » 
quelle del secondo ognuno dei piani 

"i > * 2 » • • • > * 1 > * » » 
e quelle del terzo ciascuno dei piani 

"l > M » • • • > M > * «0* 

Poi si considererà in uno dei piani coordinati un iViscio di rette, le cui coordinate 
son date dairequazioni ; 

(2') u = ^. ^ , V = - — p (X cost. arbitraria) , 

e si stabilirà fra i parametri x e pi Vequazione : 

aX 4- 6jji + cx pi + d = (a , 6 , e , d cost. reali date) . 

L'equazioni (!') risolute rapporto ad u,v,w, danno per queste quantità 
i valori : 

(30 w = Ft*)(pi) , i? = F<*)(pi) , w = F(^)(pL), 
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e i valori dì u , i? . w, dati da queste uguaglianze, rappresentoranno le coordinate 
di un piano, por qualsixoglia valore reale o complesso di pi. 

Ora il piano che si ottiene dalle (3') per un valore complesso di ji, lo chia- 
meremo piaììo complesso^ e diremo piani complessi coninfjdU quei piani che si 
deducono dalle stesse uguaglianze (3') per due valori complessi coniugati di pi. 
Si proverà poi con facilità che due piani complessi coniugati si segano secondo 
una rotta reale . e che un piano complesso tien lunijo di due distinte condizioni 
nella determinazione di una superficie di data classe, cioè esso dà orijriutì a due 
equazioni lineari fra i coefflci«Mìtì dolTequaziore di una superficie di data classe, 
supposto però che questi coefficienti sian tutti reali. 

6. Sia ora dato nello spazio un sistema di tre assi coordinati x , j/ , z » e 
sieno rispetto ad esso : 

5,00 + ?3J2 + 1 =0 
(1) 

Tequazioni delle proiezioni di una retta sui piani xz , yz. L*equazione della pro- 
iezione di questa retta sul terzo piano coordinato xy, sarà : 

Sono dunque le quantità it , it , i» , Ìì o le quantità 

_5» 1 k 1 ÌLZis 

fra le quali però sussiste la relazione : 

k l_k ^ -g*-g» 

quelle che individuano la retta nello spazio, e noi chiameremo quindi le $1,^2,^3^4 
le coordinate di questa retta. 

Si ammetta ora che fra queste coordinate abbiano luogo due arbitrarie equa- 
zioni lineari : 

(2) F,(5,,5,,$3.$,) = , F,($,,52.5,,54) = 0, 
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e si stabilirà allora una corrispontlenza univoca fra le rotte dello spazio che ap- 
partengono al sistema (2;, e le rette di ciascuno dei piani coordinati xz.yz. Ma 
$) una delle rette (1) è complessa, anche Taltra, in virtù deile.(2), lo sarà. Quin<li 
la retta del sistema (2) ad essa corrispondente avrà per coordinate quattro quan- 
tità della forma /i f «Ve , o noi la diremo una rall'i voni^lessa nello spazio. Sic- 
cùQìc poi è facile il dimostrare, in virtù delle (1) e (2), che a due sistemi di va- 
lori di f, . $3 dcPa forma Ili- ili [)or Tuno. e della forma h — ik per Taltro , cor- 
rispondono per ft , £4 rispettivamente dei valori 'della forma /l'-fi/c' , li' -ili\ 
COSI noi diremo che duo rette (2) lo cui coorlinato sono per Tuna della forma 
m + ìn e per l'altra della forma ?7i - m, sono due rene complesse coniugale nello 
spazio. 

Potendosi inoltre considerare qualunque retta delio spazio come appartenente 
ad una congruenza di primo ordiney com'è la (2), se ne dedurrà che la defini- 
zione data qui della retta complessa nello spazio è generale. Essendo poi due 
rette complesse coniugate in uno dei piani coordinati ccz , yz sempre due rette 
distinte, potremo dire che due rette complesse coniugate nello spazio, sono esse 
pure due rette distinte. 

Osserveremo finalmente , che una retta complessa nello spazio non può , in 
generale, considerarsi come un elemento determinativo del piano. E difatti sieno: 

l'equazioni di una retta nello spazio. Questa retta starà sul piano : 

(3) u^xi'ìi^y-h%i^z + u^ = 0, 

se saranno soddisfatte le due equazioni: 

«*l 5i + «8 ?i + Ws = , u, gg + t/2 §4 4- U4 = 0. 

Ha , se le s hanno i valori : 

si dedurranno da queste due equazioni le : 

««a -hWjp +U3 = , u,a' +V2P' =0 
^1 «1 + Wi Pi + W4 = , u, a; + Mj p/ = . 
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c quindi la retta che ura si considera, giace à sul piano (3) , se sarà : 

«, P. 1 

I a' p' 

a/* p,' ; 

Supponendo alunque che le quantità a' , P' , a/ , p/ rappresentino le coor- 
dinate di una retta reale nello spazio , purché questa retta appartenga al com- 
plesso lineare definito dall'equazione : 



-0. 



P' 



^0 



la retta complessa, le cui coordinate sono : 

§, = a + iV , 5t = p-i-iP' , 5, = ^, + iai' , ^♦ = P, + tp/ 
giacerà in un determinato piano. 

Roma 15 Febbraio 1893. 
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SUI SISTEMI LINEARI DI MONOIDI 



NOTA 



DI 



MARIO PIERI. 



i. Se la superficie generica d*un fciscio irreduttibile ha un punto r-plo (r > 1) 
variabile con essa (raa non appartenente ad una linea r-pla per tutte le super- 
ficie del sistema) il luogo di questo punto è una linea multipla secondo r— 1 
per tutte le superficie del fascio, le quali avranno tutte a comune, in ogni singolo 
punto di essa, anche il gruppo degli ?• — 1 piani osculatori. Viceversa , se tutte 
le superficie d'un fascio hanno a comune una linea (r - 1)— pia, e, per tutto il 
corso di essa, le r -1 falde di ognuna toccano rispettivamente le r- 1 falde di 
ogni altra superficie , ogni punto della linea sarà r - pio per una superficie del 
fascio. 

Col sussidio di questa proposizione generale mi propongo, qui di trovare tulii 
i sùlemi lineari di vionoidi irreduUibili a centro variabile , ossia di superficie 
d'ordine n > 2 dotate di un punto (n - l)-plo, che non sia il medesimo per tutte. 
Il luogo di questo punto è allora necessariamente una linea ; in forza del teo- 
rema suddetto e dei principi! che informano le varietà lineari.— Una tale ricerca 
ja seguito a quella dei sistemi lineari di coni a centro variabile, di cui tratta un 
mio precedente articolo (•). 

2. Dal fatto che un monoide irreduttibile non può aver linee multiple , che 
non siano rette passanti per il suo centro, discende senz'altro (n. i) che a se 



(•) Nella Rivista di Matematica del prof. G. Peano, anno 1893, pagg. 44-47. 
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tulle le super fi^cie d'un fascio sono vionoidi d'ordine n > 3 che non abbiano il 
medesimo centro^ il luogo di queslo sarà necessariamenle una rena (per cui pas- 
seranno n — 2 volte le superficie del fascio, ciascuna toccando le n — 2 falde di 
ogni altra lungo tuita la linea) » 

Shi pertanto 9** un monoide d'ordine n, D il suo centro, ed abbia una ietta 
(n - 2ì— pia d. Nella proiezione stereografica di questa superficie sul piano dal 
punto (n— l)-plo D Timagine di questo è una curva 

deirordine ?i - 1 , che passa semplicemente pei punti, ove le 3n — 4 rette sem- 
plici dì 9" uscenti da D tagliano il piano di proiezione, ed ha un punto (n-2)— pio 
nella traccia della retta d sullo stesso piano ; mentre le imagini delle sezioni 
piane di 9*^ sono curve d'ordine n passanti allo stesso modo di X per detti 3n— 3 
punti fondamentali. 

Ciò posto , se 4^** è una superficie d'ordine n , la quale al pari di 9* passi 
n.— 2 volte per la retta d e tocchi in ogni punto di questa gli stessi n-2 piani 
tangenti alla 9", ma non abbia un punto (n~ l)-plo in D, Tintersezione di questa 
nuova superficie con ^^ , spogliata della retta d , dovrà aver per imagine (come 
facilmente si vede) una curva 

8«.l 

l* , 2*, 3^ .., (3n-4)2 , (3n-3)3«-5 ' 

e viceversa ogni curva X'**"* di sì fatta maniera, insieme con la curva A*"' con- 
tata n-2 volte, forma sul piano di proiezione T imagine di tutta i* intersezione 
della superficie 9** con una (e quindi con infinite) superficie 4^*. La curva I rap- 
presentata da X è come questa deirordine 3/i - 2 e genere 3/i— 5, e si appoggia 
3n - S volte a d: essa non potrà dunque giacere in una superficie d'ordino n 
contenente la d come retta (n - l)-pia, dal momento che lo suo corde appog- 
giale a questa retta generano una rigata del grado 3/i - 4 -l- 3 = 3n - 1 > u. Sarà 
quindi lecito affermare (n. 1) che: 

« Se due superficie di n"**^ ordine contengono una slessa rella come linea 
mullipla secondo n ~ 2, lungo la quale le n-2 faldn delVuna toccano rispetU- 
vamente {e n-2 falde deWallra^ ed un punto {ma non ogni punto) di questa 
retta è (n-l)-plo per una sola di esse, anche l'altra superficie avrà un punto 
(n — !)-pIo sulla stessa linea^ e così pure ogni superficie del fascio da esse in- 
dividu(ìto\ e per n> 3 sarà questo il fascio piio generale di monoidi d'ordine 
tt col punto (n-l)-plo variabile da superficie a superficie ». 
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Si dirà di prima specie un tal fascio di monoidi, ancorché sia n = 3. La base 
di un fascio di prima specie consta, nel caso più generale, della retta d contata 
(u-2)0i-i) volte e di una curva ( d'ordine 3?i-2 e genere 3n-5 che incontra 
3n-5 volte d. Un piano condotto a piacere per la retta d sega un tal fascio se- 
condo un fascio di coniche avente tre punti base sulla /, ed uno sulla d, nel quale 
tutte le syperncie del sistema saranno tangenti a quel piano. 

3. Le condizioni imposte alle curve x dal dover passare pei punti 1, 2, 3,...3n— 3 
sono tutte indipendenli fra loro ; e però le curve l sopra una data superfìcie ^^ 
sono <x**+«. Ne viene che la massima dimensione di un sistema lineare di mo- 
noidi d^ordine n a ceniro variabile è uguale a 3n + 2 (v. n. 5). Un tal sistema 
Ineare oo'"+* sarà individuato da 37i + 3 monoidi o** linearmente indipendenti coi 
centri non tutti confusi in un solo, ma distribuiti sopra una medesima retta d, 
che sia (n — 2)— pia per queste superficie, e lungo la quale esse si tocchino mu- 
tuamente con tutte le falde. 

In particolare una relè generale di monoidi d*ordine n a centro variabile può 
ottenersi congiungendo (mediante fasci) ciascuno degli oo* monoidi d'un fascio di 
prima specie (n. 2) con un'altra superficie d'ordine n la quale non appartenga al 
medesimo , ma contenga pure la retta d come linea (n — 2) — pia , e sia toc- 
cata in ogni punto di questa dagli stessi n - 2 piani, che toccano ivi tutte le su- 
perficie del fascio. Una rete silTatta possiede inoltre 6n~5 punti base fuori della 
retta d. Gli oo* monoidi della rete aventi per comun centro uno stesso punto 
arbitrario D della retta d formano un fascio ordinario , la base del quale com- 
ponesi di questa retta contata (n — 2)(a— 1) volte, e di una curva d'ordine 3n-2 
e genere 2n — 3 passante con n — 1 rami per D e appoggiata in altri 2n-3 punti 
a d (quindi giacente sopra una rigata d' ordino n contenente la d come retta 
(n-ij-pla); ogni altro fascio della rete è un fascio di prima specie; ecc. 

Mediante una rete di questa natura ed un monoide ^^ che non faccia parte 
di essa, ma contenga la retta d allo stesso modo di tutte !e superficie della rete, 
si genera un sistema lineare triplo di monoidi d'ordine n a centro variabile; in 
cui le 00^ superficie aventi per comun centro un punto D dato a piacere sulla d 
formano una rete ordinaria, ed oltre a toccarsi yì — 2 volte in ciascun punto di 
questa linea concorrono pure in 5n — 4 pumi fuori di essa. Ecc., ecc. 

4. li caso di n=:3 dev'esser considerato a parte (n. 2). Per ciò sia f' una 
superficie irreduttibile del tcrz'ordine con un punto doppio D , e 4^* un'altra su- 
perficie cubica tangente a 9' in tutti i punti d'una linea d passante per D. Nella 
proiezione stereografica della superficie 9 dal punto D, questo sarà rappresentato 
da una conica <i%,i,s,4,5,« ì laonde, supposto che esso non sia doppio per la su- 
perficie ^ (e fatta astrazione dairipotesi già esaminata al n. 2) la traccia di questa 
superficie su quella dovrà aver per imagine. da quella conica in fuori, una linea 

^\< 2* 3> 4t gt Ri ^^ ^^' ^' stacchi due volte una curva o, imagine della curva 
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di contatto d. Ora sotto queste condizioni la linea x non potrà esser composta 
che in uno dei due modi seguenti : 

ogni altra ipotesi potendo facilmente ridursi ad una di queste, od aversi per loro 
caso particolare. Nella prima ipotesi le due superficie 9' e ^^ si toccano lungo 
tutta una conica d', ed hanno ulteriormente a comune una quintica sghemba el- 
littica 1^ che incontra cinque volte la conica ; neir altra ipotesi esse si toccano 
lunga una cubica sghemba d' , incontrandosi ulteriormente secondo tre corde di 
questa : e si nclFun caso che nelFaltro il fascio individuato dalle due superficie 
non contiene alcuna superficie, per cui sia doppia tutta la linea d ; onde (n. i) 
ogni superficie del medesimo dovrà possedere un punto doppio mobile lungo la 
curva di contatto d. Pertanto : 

a Se due superficie irredutlibili del lerz'ordine si toccano lunga una conica 
lungo una cubica sghemba j ed un punto di questa linea di contatto è doppio 
per una sola di esse, anche Valtra superficie avrà un punto doppio sulla stessa 
linea, come pure ogni superficie del fascio da esse individuato ; e saranno questi 
i fasci piii generali di monoidi d*ordine n > 2 con centro variabile^ dopo quelli 
di prima specie (n. 2) ». 

Tali fasci si diranno di seconda e di terza specie. Un fascio di seconda specie 
è tagliato dal piano della conica d^ secondo un fascio di rette , il cui centro è 
un punto di questa conica, nel quale tutte le superficie del fascio sono tangenti 
a quel piano. 

5. Con fasci di terza specie non si possono generare sistemi lineari di mag- 
gior dimensione; perchè, data una superficie 9' e sovr'essa la cubica gobba d', 
resta senz'altro individuata la terna di rette formanti con questa curva T interse- 
zione totale di due superficie f' e ^^ (n. 4). 

Se invece osserviamo, che sopra una data superficie 9* e rispetto ad una co- 
nica data d* le quinticho 1' (n. 4) sono <x>, trovasi che mediante fasci di seconda 
specie si possono comporre sistemi lineari {di seconda specie) a due, Ire, quatlro^ 
cinque e sei dimensioni. 

Una rete di seconda specie è il sistema lineare individuato da tre monoidi 
cubici irreduttibili non aventi 11 medesimo centro, i quali si tocchino lungo tutta 
una conica d' passante pei loro centri, ma non appartengano ad un medesimo fa- 
scio ; e può generarsi congiungendo, mediante fasci di seconda specie , una qua* 
lunque delie tre superficie date con ciascuna superficie del fascio individuato dalle 
Altre due. Le oe* superficie delia rete, per le quali ò doppio uno stesso punto D 
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della d, costilniscono un fascio ordinario , la cui base consta della d} contata 
doppiamente, dì una retta posta nel piano di questa conica e passante per D , e 
inGne di una quartica ellittica passante per D ed appoggiata in altri tre punti a 
d* (onde esiste nel fascio una superficie cubica degenere contenente la conica d* 
come doppia) ; e ogni altro fascio appartenente alla rete ò di seconda specie. Una 
rete si fatta ha ancora ciìique punti base esterni al piano della d ; ecc. 

Un sistema lineare triplo di seconda sp<^cie può ottenersi congiungcndo tutto 
le superGcie di una rete della specie suddetta con un monoide fisso irreduttibile 
del lerz'ordine non appartenente alla rete . ma avente pure il suo centro sopra 
(!*, e tangente lungo questa conica a tutti ì monoidi della rete. Ogni punto D 
della (i- e centro di oo- monoidi del sistem:i formanti una rete ordinaria; questa 
ha per base la conica di contatto d*, una retta passante per D e situata nel piano 
(iella conica, e quattro punti staccati fuori di questo piano : le altre reti contenute 
nel sistema sono di seconda specie. 

In modo analogo si generano i sistemi lineari di seconda specie a quattro^ 
cinque e sei dimensioni ; per ognuno dei quali sempre accadrà , che i monoidi 
aventi per comun centro uno stesso punto D della d', e però formanti un sistema 
lineare subordinato con una dimensione di meno , avranno tutti anche una retta 
in comune, che oltre a passare per D si appoggerà in un altro punto a d*. 

Torino, Giugno 1893. 
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REGOLE PER AVERE LA TANGENTE E LA COTANGENTE 

DELLA SOMMA DI PIÙ ANGOLI 
espresse dalle tangeoli o dalle colaDgenti degli angoli stessi. 

NOTA 

DEL 

Prof. ABDENAGO MARIANINI. 



Può alle volte occorrere la tangente della somma dì più angoli espressa dalle 
tangenti o dalle cotangenti dei singoli angoli, come pure la cotangente della somma 
di più angoli espressa dalle cotangenti o dalle tangenti degli angoli stessi. Ciò 
può ottenersi senza diOicoltà coH'aiuto della formola 

f»\ * / . I.X tanga + tangb 
(1) tang(a + 6)= "" '^ 



1 - tanga-tangò ' 



ma il calcolo diviene sempre più lungo al crescere del numero degli angoli ; per 
la qual cosa potrebbero venire utili delle regole che fornissero le espressioni sud- 
dette senza bisogno di vcrun calcolo. Dal seguente teorema, che presenta la regola 
per avere la tangente della somma di più angoli espressa dalle tangenti dei singoli 
angoli, si deducono poi con facilità le altre. 

Teorevia. La tangente della somma di più angoli eguaglia la frazione che ha 
per numeratore la somma delle tangenti degli angoli stessi, meno la somma dei 
prodotti di esse prese a tre a tre , più la somma dei prodotti delle medesime 
prese a cinque a cinque e cosi via discorrendo finché lo permette il numero degli 
angoli, e per denominatore Tunità me;io la somma dei prodotti delle tangenti sud- 
dette prese a due a due, più la somma dei prodotti delle medesime prese a quattro 
a quattro e cosi di seguito, qui pure, fioche lo permette il numero degli angoli. 
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Dinìoslrazione. Che la proposizione sia vera quando gli angoli sono due» egli 
è manifesto dalla formola (t); se pertanto dimostrerò che se la proposizione è 
vera per un dato numero qualsivoglia d'angoli, è vera anche se vi sarà uà angolo 
di più , ne verrà di conseguenza , come è noto , la verità della proposizione in 
generale. 

Per dimostrare che, se la proposizione è vera per un dato numero qualsivo- 
glia d*angoli, è vera anche se vi sarà un angolo di più , distinguerò il caso che 
il dato numero d'angoli sia pari e quello che sia dispari. 

1®. Con 2n indico il dato numero pari, con 0| , a^ , a3 , a^ , . . . , a^^, gli 
angoli in numero 2a e con &| . &x , 6, , b^ , . . . , 62'! 1^ rispettive loro tangenti . 
Indico poi con S, la somma di tutte queste tangenti, con S, la somma dei pro- 
dotti di esse prese a due a due , con 83 la somma dei prodotti delie meiiesime 
prese a tre a tre , e cosi di seguito , e finalmente con S^.^ iu>lico il prodotto 
6, 6j 65 . . . 6j^. 

Se la proposizione è vera per 2n angoli» si avrà la equazione 

(2) tang(a. + a, + a, + ... + a„) = i-s,.hS;~..!-(-1)»L.+(-T)»S., ' 

Rappresento con at„^., un altro angolo e con b^j,^, la sua tangente, con £, 
la somma di tutte le tangenti b| , 6, , b, , ... , 6,, , 6,„^, , con Z^ la somma dei 
prodotti di esse prese a due a due, ecc. e Qualmente con ^^^^ il prodotto di tutte. 

A motivo della formola (1) si ha 

tanara fa + 4-fl +a ^- tang(a.+a,+. .+g»„) + b^,^^ 

e per l'equazione (2) , questa si cambia nella 

S,-S,+S,-...-(-l)%„., 



-+fc. 



» / , 1-S»+S4— .-(-l)".S .-i+(-')"g»«' *"^' 
tang(fl,+fl,f...+rt,„+fl,,^.,) = ^—^ »"* 



S.-S,+S.,-...-(-l)"S,„_ , _ 
l-S,+S,-...-(-l)%,.,+(-l)«S,,' *«*• 



Si moltiplichi numeratore e denominatore della frazione costituente il secondo 
membro per la quantità l-S,+S*-...-(-l)"S,,.,+(-l)»St, , e si avrà 

tang (o, + fl, + . . . + o,„ + a,„+,) = 
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e siccome 

la precedente equazione si cambia nella 

(3) tang(o.+a,+r,,K.■+a.,+a,,,0 = ^'""'''^i"^;;^|:^'^^^^^^^^^^^ , 

la quale equazione esprime la proposizione enunciata pel caso che gli angoli sieno 
2n-} 1. Resta pertanto dimostrato che se la proposizione è vera per un dato nu- 
mero pari di angoli, è vera anche se vi sarà un angolo di più. 

2^. Indico con 2/1+1 il dato numero dispari. Se la proposizione è vera 
quando gli angoli sono 27i + 1 , sussisterà la equazione (:)). Con a^.^^^ indico un 
altro angolo» con bjn^^t ^^^ sua tangente ; con P| la somma di tutte le tangenti 
6j , 6, , . . • , frjn+i y ^ii+2 » c^" ^2 ^*^ somma dei prò lotti di esse prese a due a 
due, ecc. e Hnalmente con P,^^, il prodotto di tutte le tangenti medesime. 
Se sussiste la equazione (3), sarà, a motivo della (1) 



1-2 +S — +(— ')"2 "^"u+i 

tang(a,+fl,+...+o„+,+a^+,) = — y _>■ ^v* _"*_','! n«v" — ' 



r.-£,+r, -...-(-i)%,_.+(-i) %,^. 






Moltiplicando numeratore e denominatore della frazione costituente il secondo 
membro per 1 - 2j + S4- . . . + (- 1)" S,^ , si ottiene 

tang(a» + a^ + . . + a,„^| + a^^^,) = 



vale a dire 

p —P 4-p — 4-f— n"P 

equazione che esprime algebricamente la proposizione enunciata pel caso che gli 
angoli sieno 2n+2. Ne consegue che se la proposizione ò vera per un dato nu- 
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mero dispari di angoli, essa è pure vera se vi sarà un angolo di più. Dunque il 
nostro teorema resta cosi compiutamente dimostrato. 

Vengo ora a ricercare come possa esprimersi la cotangente della somma di 
più angoli per mezzo delle cotangenti degli angoli stessi. 

Primieramente suppongo che il numero dogli angoli sia pari, e li indico con 
^1 9 ^ » ^s ) •*• ' ^Sii* ^^^ <X| ) <3i2 9 ^3 > ••• « ^^t indico i rispettivi loro complementi 
e con Sf , S, , . . . , S^^ ordinatamente la somma delle tangenti degli angoli 
^t ' ^ * ^s 1 '" ' ^tn (^^^ ^^^^ ^^ cotangenti degli angoli a, , a, , a, , ... a^^), la 
somma dei prodotti di esse prese a due a due, ... , ed il prodotto di tutte. Si ha 

1 
* * * '"^ tang(a, -ho, + 08 + . .+a,J 

ma 

tang(a| + a, + Oj + ... + a»J » - tang(- a, - a, - a, - ... - 0,,^) = 

= - tang^2n| - Qt-Ot-a^- .. - a,^j= - tangCa, + a, + a, + ... + a,J , 

onde 

1 



cot(a| + Oj + Os + ... + Ot„) = - , 



per cui 

(5) 



tang(a| + a, + a, + .. . + a,^) 
Ora pel teorema precedente si ha 

X S, -S3 + S5-... -(- 1)'»S,„ , 

COt (a, + a, + 0, + ... + a,.) = - ±l^l±^*-i:i±jZ^VL 



Pertanto la cotangente della somma di un numero pari di angoli è uguale a 
meno la frazione che ha per numeratore Tunità, meno la somma dei prodotti delle 
cotangenti dei singoli angoli prese a due a due, piii la somma dei prodotti delle 
medesime prese a quattro a quattro e cosi di seguito finché si può, e per deno- 
minatore la somma delle cotangenti suddette, meno la somma dei prodotti delle 
medesime prese a tre a tre e cosi di seguito finché si può. 

In secondo luogo suppongo dispari il numero degli angoli, e li rappresento 
con a, , 0, , 0, , ... o,„^.| ; e con a, , a, , a, , ... , «i^^., i rispettivi loro comple- 
menti. Indico con £, la somma delle tangenti degli angoli ai , a, t oe^, ... , Om^,» 
vale a dire delle cotangenti degli angoli at 1 Oa 9 ^1 » m » Um^i , con 1% la somma 
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dei prodotti di esse prese a due a due ecc. e finalmente con S^a+i il prodotto di 
tutte le tangenti medesime. 
Si avrà 



cot 



(a,+f7,+a34-...+02n+,) = lang ^y -a|- fl2-a8-...-a,„^.,j = 

= tang (a,+aj+a3+...+aj„+,-2/i|.) = 

= lang (ai + a, + «8 + ... + aj«+,) 
quest'ultima quantità, pel teorema precedente, uguaglia 

2i — Sg + £g — . . . -K— 1) ^tn+ì 

quindi sarà pure 



(6) col(a,+a,+a8f ...+at«^0 = 



1-2:, + 2,-. .. + (-l)»2:,^ 



vale a dire, la cotangente della somma di un numero dispari di angoli è formata 
colle cotangenti di essi nello stosso modo nel quale la tangente della somma me- 
desima è formata colle tangenti degli angoli stessi. 

È poi manifesto che , se si inverte la frazione che dà la cotangente della 
somma di più angoli per mezzo delle cotangenti dei medesimi, si ottiene Tespres- 
sione della tangente della somma degli angoli stessi per mezzo delle loro cotan- 
genti ; e se si inverte la frazione che esprime la tangente della somma di più 
angoli mediante le tangenti di essi, otti, nsi formata con le tangenti stesse Tesprcs- 
sione della cotangente della somma medesima. 

Lecce, marzo 1893. 
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NUMERO DELLE DISPOSIZIONI CON RIPETIZIONE 

DI DATA CLASSE E DI DATO PESO 

DEL 

Dott. GAETANO CALDARERA. 



1. Indicherò con 



(') [:]=r^r') 

le combinazioni con ripetizione di classe x, di m elementi. 
É noto che : 

CHrHVÙ 

posto : n:=m-^x— \ , ft = ^, supponendo m > 1, indi facendo diminuire succes- 
sivamente X , abbiamo : 

/m+a;-l\ /m + aj-2\ /m+aJ-2\ 

/m + aj-2\ /m + x— 3\ /m + x-3\ 
V ac-1 /"V ^-l /"^V tì?-2 / 
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Sommando, tenuto presente la (1), si ottiene : 

<^) [:]-[rh[Vh- 4V]- 

2. Consideriamo un numero indefinito di elementi : 

se indichiamo con D^,^, i gruppi delle disposizioni con ripetizione di classe m. e 
di peso a?, è noto clic [*): 

Se in queste formolo facciamo : 

Vo = "i = W2 = • • • = I 

invece di ottenere i gruppi dello disposizioni con ripetizione di classe m e peso 
07, otterremo il numero di questi gruppi ed indicando con N^^^ esso numero 
abbiamo : 

(6) ^m,x = ^ |[^ + 1 - ^] Nii,.x-t + mm + 1) - a;] N«,^., f . . . + 

+ [x(m+l)-a;]N„;oj 

0) K,x = N^-1,0 + K^ui + • • • + N^-i... 

eroe: Il numero delle disposizioni con ripciizione di classe m e di peso x, c/ic 
possono lormarsi colla serie (3) d/ c/cmeaf£. è uguale alla somma delle dispo* 
sizioni con ripelizìone di classe m - I e di peso da zero ad x. 



{^) Vedi Novi. Alg, eup. pag. 15 e seg. 
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3 È facile trovare una relazione che lega il numero N^^^ allo combinazioni 
con ripetizione e quindi alle combinazioni semplici. 

Infatti dalla (1^ tenuta presente la (2), abbiamo:* 

'•■■..='-(:)=('^r>[:] 

"•M'Mlh ■ ■ ■ Alh-ll] 
«'..-[IhV.h ■ ■ ■ AlHl] 



cioè : 

quindi : li numero delle disposizioni con ripetizione di classe m e peso x, degli 
eleìnenli u© . u, , Uj, .. . è ugucde al numero delle combinazioni con ripelizione 
di m elementi, di classe k. 

4. La (8ì può dimostrarsi indipendentemente dalla C?) ; infatti [dalla (7) ri- 
caviamo : 

N4.aj = 5(i-2 + 2. 3 + 3-4 + . . + (aj + l)(a3 + 2).y 
Sappiamo dal calcolo inverso delle difTcrenze finite che , se ff{x) è la dilfe- 
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renza di una funzione primitiva f(x) : 

AajJ - ncD^) = ? (aio) + <t (aJ,) + .-.+?(»,_,) 
cioè : 

(9) S ? (oj) = f'aco) + 9 (X,) + . . . +<f (a?,_,) 
e sapendo inoltro che : 

(10) 2(x+«)(x + 2)...(.. + n) = ^-^±il(^±^V-lli^^> + C 

n + 1 

nel nostro caso abbiamo : 

^ 

quindi : 

^ ^ (ag+l)(a?4-2)(a? + 3j ^ f 4 1 
^♦'*- 273 -LajJ- 

Similmente : 

N«,a:= 273(1-2-3 + 2.3.4 + . . . + (a?+1)(aj + 2)(a?+3)) 
e per le (9) e (10) 

*"*2'3 4 \4/L4?J 

cosi proseguendo, per induzione si dimostra la (8). 

5. Alla stessa formola (8) si può arrivare servendosi della (6). Infatti in essa 
essendo N^^o=l » se poniamo successivamente aj-1, 2, 3,..., mediante le 
sostituzioni necessarie si ottiene : 
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"-..=(t)^k:)+(:) 

"...-(XXthOC^) 

ed in generale è facile vedere che : 

Sappiamo dal calcolo combinatorio che : 
ponendo in questa u = m , ft = x , t? = a?-l: 

e confrontando colla (11): 

6. Dalla (8) essendo : 

/m + a3~l\ /mfx-l\ 
V X /~\ m-1 / 

si ha : 

(12) N«,x = Nx4.i.m-l 
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cioè : IL nawcro delte disposizioni con ripetizione di classe in e peso x, è uguale 
al numero delle disposizioni con ripoAizione di classe x+ 1, e peso m - 1. 
In virtù della (l'2) la (!) può scriversi : 

cambiando m in m +1 ed ac in jd - 1 : 

e finalmente scambiando m con x (e ciò per indicare sempre con m la classe e 
con a- il peso) : 

(t3) N^,x= N,.;p., + N2,^., -f . . . + N„,^,, 

cioè : Il numero delle disposizioni con ripetizione di classe m e peso x è uguale 
alla somma delle disposizioni con ripetizione di classe da \ ad m e di peso x- 1. 
Essendo anche per quest'ultima: 

sommando membro a mèmbro colla (13): 

cioè : IL numero delle disposizioni con ripetizione di classe m e peso x è uguale 
al numero delle disposizioni con ripetizione di classe m e peso x — 1 , pm il 
numero delle disposizioni con ripetizione di classe m — 1 e peso x. 

Considerando che se ad una disposizione con ripetizione di classe m e peso 
^ - fc si associa una disposizione con ripetizione di classe n e peso fc, si ottiene 
una disposizione con ripetizione di classe m + n e peso x ; facendo variare k da 
zero ad x si vede che sussiste anche qui la relazione analoga a quella di Eulero 
relativa alle combinazioni semplici, cioè: 

(15) N(^^.„),^ = N^^^ + N,,,^_, N,,, + . . . + N^,, N„,,., 4- N„^, 

tenuto presente che N„^o = N„,o = l- 
Nella formola : 

(T)=(:)^(.-,)(:)---(:) 



Digitized by 



Google 



)( 161 )( 
ponendo : M = » = fc = m-1 viene : 



/2in-2\ /m-iy /m-!\* , /m-l\» , /m-l\* 



ossia : 



7. Le formole (6) (7) (12). . .(16) esprimono delle proprietà che legano i nu- 
meri delle disposizioni con ripetizione di data classe e di dato peso, che possono 
formarsi con un numero indefinito di elementi Vq , i/| , 1/2 « . . . ; e per la (8) 
esse non sono che proprietà che legano i numeri delle combinazioni con ripeti- 
zione, la maggior parte analoghe a quelle note per le combinazioni semplici; esse 
possono scriversi : 

("^ [:]=L":,]^r;'] 

<'«o [„rj=[:r4"VT4V]'--u* 

8. Ora essendo : 

l+Z + 5'+ Z' -ì- . . . r^(l -Zy* (2<1) 



Digitized by 



Google 



)( 168 )( 



abbiamo 



ossia : 






cioè pl'^vnndo alla potenza m" la serie geometrica si ottiene la stessa formola 
dello sviluppo della potenza del binomio, quando però alle combinazioni semplici 
si sostituiscono le combinazioni con ripetizione ; quindi quest'ultima è la formola 
analoga a quella dello sviluppo della potenza del binomio ed il numero N^^^» cioè 
il numero delle disposizioni con ripetizione di classe m e peso x è il coefliciente 
di z^ nella potenza m^ della serie geometrica. 

9. Facendo m= 1 . 2 , 3 , . . , otteniamo pei coefflcienti della (17) i numeri 
riportati nel seguente quadro : 



«1 = 1 




1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 




Ml = 2 




2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 




m = 3 




3 


6 


10 


15 


21 


28 


36 




m=:4 




4 


10 


20 


35 


56 


84 


120 




m = 5 




5 


15 


35 


70 


126 


210 


830 




«1 = 6 




6 


21 


56 


126 


252 


462 


792 




«1 = 7 




7 


28 


84 


210 


462 


924 


1716 




• 


t 
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t 


• 


• 


• 




• 





Digitized by 



Google 



)( 169 )( 

Quest'ultimo può formarsi hcilmente in più modi : Il più semplice è quello 
fornito dalla proprietà (14) mediante la quale per avere il k^^ numero di un'oriz- 
zontale qualunque si somma al {k-ì)^^ delF orizzontale che si considera, il ft™», 
(Jeirorizzontale precedente. 

Questo quadrato contiene tutte quante le proprietà sopra ti ovate, cioè: 

È simmetrico rispetto alla diagonale N,^^^., (I'2) o (12'). 

La somma dei primi k numeri di un'orizzontale è uguale al k^^ deirorizzontalc 
successivo (7) o (T). 

La somma dei primi h numeri di una verticale è uguale al fc™» della verticale 
successiva (13) o (13'). 

La (6) (6') ci dà il coefficiente di z^ nella potenza m" della serie in fun- 
zione dei coefficienti precedenti e quindi come il k^° numero di un orizzontale 
qualunque può ottenersi mediante i A:— l numeri precedenti della medesima oriz- 
zontale. 

Se nella (15) o (15') facciamo m=^n = x si ha: 

r:]=[:]4r-j[T]---[:] 

e questa dà il coefficiente di z"^ nella potenza 2m^ in funzione dei primi m + ì 
coefficienti di z nella potenza m". 

La (16) (16') dà il coefficiente di z^"* nella potenza m** in funzione dei 
quadrati dei coefficienti di 2® , z , 2* , . . 2"*"' nelle potenze m , m-1 , m-2 .... 1. 
Cioè 9 se nel quadro precedente si costruisce un triangolo rettangolo isoscele 
avente per base una trasversale perpendicolare alla diagonale N^,b,-i » '• vertice 
è un numero uguale alla somma dei quadrati dei numeri che cadono alla base. 

In virtù della (8), se indichiamo con n una costante e poniamo m+a5-l=n, 

( j darà i coefficienti binomiali nel caso della potenza n" ; ma per ciò ftire, se 

X cresce di un'unità, m deve diminuire di un'unità, otterremo in tal modo nel 
quadro precedente i numeri situati in una trasversale normale alla diagonale 
^»i,ra-i > quindi esse trasversali ci danno i coefficienti binomiali e lo stesso quadro 
letto io questo senso, contiene il triangolo di Tartaglia. 

OssEnvAZioivE. Alle (12) (14) (16) corrispondono pei coefficienti binomiali le 
note proprietà : 

= e J ' = cr ) - (::; ) ■• o - e;)' ^ o^: • • ^ e:)' 

voL. XXXI, 22 
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Alle 0) (13) corrispondono le proprietà: 

{:hn'Mr)^■■■4ry-{T^') 

di cui runa rientra nelPaltra. É facile ricavarle dalla nota relazione : 



nella quale basta porre m=^n + k+ l ed r = n+1 perchè se ne ricavi 1* ultima 
relazione. 
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SUR UNE INTÉGRALE DÉFINIE 

PAR 

M. L E R C H. 
à Prague- Vinohrady. 



L* intégrale bien connue de Binnet 



log r(w) - ( w - 5 j logw + (0 — log \/2tc 



■f. 



2 aretg — dio 
e«*" - t 



donne naissance à Y évaluation d* une intégrale déflnie qui en difTère bien par la 
Torme. 

Substituons deux valeurs coi et co, de la variable positive (o et faisons la 
somme des résultats; il vient 

logrCw,) r(co,) - (wi - 2 ) '°^^*^* " V*** " 2/ '^^**** + w, + w, - log2tt 



=i 



« . a?(w, + C0.) 
2 arctg -5^-? ^, 

e**'^ - 1 



Catte intégrale prend une forme plus elegante en la transformant par la 
substitution 



cu, co. — oc* co- + co, //co, + COj\* , , -«< 
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Dous aurons de la sorte l'expression 



2a 1 -Tp- . , dz . 






où nous avons pose, pour abrégcr, a = ' ^ "^.^ , p = co, Wj. Pour obtenir une for- 
me encorc plus siraplc, nous cmployons l'integration par parties qui donne 

,/ —00 

On a donc cette formule 



/"^{^.'««O-'"'""^'"'^") 



= (w, - 2 ) log IO, +yio^ - -j logioj - 2a - logTCw,) r((o,) + log 2Tr , 

dans la quelle co, , co, sont les deux racines, supposées positives, de l*équation 
du second dégré 

to«- 2 aio 4-^ = 0. 
En prenant en particulier io, = co2 = io on aura 

= Uo -- j log IO - IO - log r (io) -f log V2ÌI- 
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SUI NUMERI POLIGONALI 



NOTA 



DEL 



Dott. GIACINTO MUSSO. 



È noto il teorema. Ogni poligonale è uguale al triangolare del medesimo rango, 
aumentato di tante volte il triangolare di rango inferiore di un unità, quante sono 
i lati del poligono base, diminuiti di 3 (*). 

Altrimenti. Se P„^ indica il poligonale di rango n , e il cui poligono base 
consta di q lati, si ha che : 

(1) P«^ = P„'» + (g-3)PV,. 

Questa proposizione che mi propongo di generalizzare, può verificarsi sia analiti- 
camente, sia per mezzo di semplici considerazioni geometriche. Infatti : 

i.^ Il poligonale P^^ è per definizione uguale alla somma dei primi n ter- 
mini della progressione aritmetica : 

1 .(q-l),(2g-3).(3q-5) |(n - 1) q - 2(n- 1) + 1 } 

di ragione {q - 2). 

2.^ Se si rappresenta geometricamente un poligonale (Pt^) di rango 2, per 
mezzo di tanti punti, quante sono le sue unità (g), e disposti in modo che essi 



{*) 11 poligono base di un triangolare è un triangolo, di un quadrangolare è o 
quadrilatero, di un pentagonale è un pentagono, e così via. 
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stiano uno su ogni vertice del poligono di q lati ; se si suppone ancora che per 
ottenere il poligonale (Pj^) di rango 3 , si debbano aggiungere ai punti g'à di- 
sposti in questo modo, altri (2^ - 3) i quali stieno : due di essi sui duo prolun- 
gamenti di 2 lati del poligono considerato concorrenti in uno stesso vertice (ori- 
gine) , (g - 3) su ciascuno dei restanti (q - 3) vertici e (q - 2) su ciascuno dei 
punti di mezzo dei restanti {q — 2) lati del poligono simile che si ottiene con delle 
parallele ai (q - 2) lati del polìgono primitivo dai punti segnati sul prolungamenti 
dei due lati concorrenti ; che per ottenere il poligonale (P4^) di rango 4 si deb- 
bano aggiungere ecc....; conducendo dairorigine tutte lo possibili diagonali, le 
cui direzioni sono in numero di (q - 3) (perchè restano fra loro allineati i vertici 
corrispondenti di tutti i poligoni costruiti nel modo anzi accennato), si vede che 
da un poligonale qualunque di rango n , noi possiamo staccare un triangolare del 
medesimo rango. 

In questa triangolare sono evidentemente compresi 3 dei punti del medesimo 
poligonale di rango 2 ; e i rimanenti (9 — 3) , (se q è il numero dei lati del po- 
ligono base) costituiscono altrettanti vertici di triangoli base di triangolari di 
rango inferiore di un unità. 

Consideriamo ora un poligonale di s lati e supponiamo dapprima 8 dispari. 
Per mezzo di una rappresentazione geometrica analoga alla precedente (scompo- 
nendo cioè il poligono in tanti triangoli aventi tutti per vertice comune uno dei 
vertici del poligono) si vede facilmente che per il poligonale di rango n è veri- 
ficata questa relazione 

(W p » — Izi p »4. Im^ p« ^"^ . 

ma si scorge dalla (1) che aumentando di -1,2,3,... ecc. il numero dei lati 
del poligono base, il poligonale ^^ si aumenta di 1,2,3.. ecc. volte il trian- 
golare P'n-i- ^^ cì^ ^^ segue che anche aumentando il numero s dei lati del 
poligono sopra considerato di 1,2,3... ecc. , il poligonale P^' si aumenterà di 
altrettante volte il triangolare P'^., ; e possiamo concludere in conseguenza che 
per il poligonale P„^ vale la formula seguente : 

(2) P„«=~P„» + (g-8)PV.+'-i^PV,--2-; 

che è una generalizzazione della (1), ma che noi abbiamo ottenuta partendo dal- 
ripotesi che s fosse intero e impari. 

Supponendo invece che s sia pari , per mezzo di una rappresentazione geo- 
metrica simile si ottiene dapprima la formola 

-2^. s-2^, / 8-2> 



(IT) P.'='-i-^,' + '-i^PV.f(»-'-i-) 
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che si trasforma, per l'osservazione fatta nel caso prcceilente, in quest'altra 
(3) Pn' = '-^ P," + {q-s) P\-. + '-^ P%., + (n - '-^) . 

Questa è ancora una generalizzazione della (1) perchè coincide appunto con essa 
quando s = 4 ; ma si è dedotta facendo Tipotesi che s fosse intero e pari. 
Le (2) e (3) possono ancora dimostrarsi analiticamente. Infatti : 

Raduniamo nei secondi membri di entrambe tutti i termini in s. Avremo : 

P«'=8(|p«»-PV. + ^PVt-|)--^P»' + 9P*«-.-|i^V»+| 
P.' = 8(|p«»-PV.+|PV.-^)-P,» + gP'«-,-PV. + »4-i- 

Bla i coeOlcienti di s sono identicamente nulli. Poi si ha ancora: 

(III) -lp,»_|pv, + | = P,»-3PV, = -P»»-PV, + n + l 

dunque ecc. 

Da questa dimostrazione analitica delle formule (2) e (3) scaturisce che esse 
possono portarsi a coincidere : segue da ciò che la (2) sebbene dedotta mediante 
ripotesi di s impari è ancora valida per s pari ; e che viceversa la (3) dedotta 
mediante ripotesi di s pari è anche valida per s impari. 

Mi propongo ora di stabilire una formula per i numeri triangolari. É noto che: 

nitn+_l) 
U -— 2 > 

ma noi possiamo , ricorrendo alla rappresentazione geometrica , trovare por P„^ 
un* altra espressione. 

Consideriamo infatti 11 parallelogrammo che contiene n punti in ogni suo lato 
e n* nella sua area : 

A E D 

. G . . P . . M . 



'. . . . .Q, 

. Il . . . . L . F 



B C 
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Il triangolare che ha per base il triangolo ABC, sarà uguale al quadran- 
golare che ha per base il parallelogrammo AB CD. meno il triangolare che ha 
per base il triangolo DEF; oppure al quadrangolare che ha per base il paral- 
lelogrammo A B C D meno il quadrangolare che ha per base il parallelogrammo 
1) E n F , più il triangolare che ha per base il triangolo G H L (che vale il qua- 
drangolare che' ha per base il parallelogrammo 6HLM meno il triangolare che 
ha per base il triangolo MPQ). 

Continuando si arriva alla formula : 

(4) P«« = n* - (n - 1)« + (n - 2)« - . . . ± 1 

ossia si conclude che ogni triangolare si può esprimere per mozzo della somma 
algebrica alternala di tulli i quadrati a cominciare da quello che esprime il suo 
rango preso positivamente fino alVunilà. 

La (4) si può, del resto, dimostrare anche analiticamente. Infatti : 
Poiché essa è verificata per n = , e n = 1 , basta far vedere che supposta 
vera per n = v, Io è ancora per n=:v + 2. Prendiamo le differenze dei due mem- 
bri. Si ha : 

'■^^'-^^ = (. + 2)._(, + 4,.. 



Questa è soddisfatta identicamente, dunque ecc. 

Confrontando poi il valore di P,,' così determinato con quello noto , si per- 
viene all'identità : 

n = n*-2(n-l)*-f . . . ± 2. 

Eccettuata la formula (4), la quale fornisce il valore del triangolare P„* per 
mezzo di una somma algebrica di quadrati, le formule fin qui stabilite danno in- 
vece il poligonale P„' espresso solamente per mezzo di triangolari. 

Hi propongo perciò di trovare ancora una formula, la quale ci fornisca P,.^ 
per mezzo di triangolari non solo, ma altresì di un altro poligonale. 

Consideriamo un poligono di un numero qualsivoglia q di lati e da un vertice 
conduciamo tutte le diagonali che lo dividono in (9-2) triangoli. Se a partire 
dal vertice da cui abbiamo condotto le diagonali contiamo da una parte e dallaltra 
(8--1) lati consecutivi, questi colle diagonali che concorrono alFestremità dei lati 
(8-1) esimi formano 2 poligoni di s lati che hanno un vertice in comune. Rife- 
rendoci al poligonale P^^^ vediamo allora che da esso possiamo intanto staccare 
(2P,/ - 1). Restano poi ancora | q - 2(s — 1) | triangolari ; ma di questi ve ne sono 
j q - (2s - 1) ! di rango (u - 1) i cui triangoli base hanno un vertice situato su'lc 
diagonali esterno ai poligoni di 8 lati già considerati, e uno solo di rango (n-3). 



Digitized by 



Google 



)( m )( 

Abbiamo in conseguenza la formula : 

(5) P,^ = 2P.' + 1 5f - (28 - 1) 1 P^., + PVt - 1 • 

Possiamo vcriflcare la (5) anche analiticamente. Prendiamo ad es. il valore di 
P/ dato dalla (I). Si ha sostituendo : 

P«^ = (s-l)P„« + (s-3)PV. - (8-3) + i q-(28-l)! PV, + PVt - 1. 

Ora se, come abbiamo fatto precedentemente, raduniamo nel V membro tutti 
i termini che hanno s a fattore, il cocfiiciente di s si annulla identicamente. Ne 
segue che : 

P«^ = - Pn' - 2P3,., + (g 4^1) P»„., + 2 
Ma: 

- P,» - 2 P\., + P\.. + 2 = P,3 - 3 P\., , 

dunque ecc. 

Si ottiene una formula notevole nel caso in cui si separa dal poligono pre- 
cedente uno solo invece di 2 poligoni, e questo sia un quadrilatero. Infatti : con 
ragionamento analogo si conclude che 

P«^ = n» + (9-4)P^... 

Questo risultato è però contenuto come caso particolare nella (5). Infatti : Fac- 
ciamo in essa s = 4 , si ha : 

K' = n« + (g - 4) P^., + (n« - 3 P^., + V\,, - 1). 

Ma la quantità fra parentesi del 2® membro è nulla identicamente, dunque ecc. 

Accennerò da ultimo che altre formule si potrebbero ancora ottenere, sepa- 
rando dal poligono considerato non uno solo, o due poligoni fra loro uguali ; ma 
due disuguali e un numero maggiore tutti fra loro uguali oppure disuguali. 

Facciamo ancora qualche applicazione. 

È noto che ogni poligonale è uguale al numero che esprime il suo rango , 
aumentiito di tante volte il triangolare precedente, quanti sono i lati del poligono 
base diminuiti di 2. 

Orbene noi possiamo ritrovare in generale questo risultato applicando sia la 
(2) che la (3). Infatti : Quando si pongano in essa per Pn',P'««i e V\^i i proprii 
valori, i secondi membri di entrambe si riducono a 

yl9(n-1)-2(u-2)i, 
voL. xxxu 23 
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e per conseguenza sussiste la relazione unica 



P„^s5-lg(n-l)-2(n-2) 



Bla si ha identicamente ; 



y{9(n-l)-2(n-2)|=n + (g--2)!ll!Lll2, 

dunque ecc. 

Per fare un'altra applicazione, ricaviamo dalle (III) il valore di P„', si ha 

ps^ops ._p8 ^ii . ps — iLps Lpj j. !LÌJ: 

Ma per la relazione (4) 

PV, = (n-l)«-PVt; 
onde sarà : 

(IV) P\ = 2(u-.I)»-3PV, + 1 ; P»„=l(n- i)«-2P3,., + 'L|i. 

Dal paragone poi delle (IV) si trova che 

(n- 2)(n-l) , • 
2 "-* 

che è la nota formula per il triangolare di rango (a — 2). 
Genova 1.® Settembre 1893. 
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LE CORVÈ DI GENERE 1 E LE FUNZIONI ^ DI WEIERSTRASS 



NOTA 



ui 



GINO LORIA. 



Come la teoria delle forme algebriche binarie si rispecchia in quella delle 
curve razionali, cosi lo studio delle curve di genere 1 (il cui prototipo ò per noi 
la curva gobba di quarto ordine e prima specie) ha il suo perfetto riscontro in 
quello delle funzioni ellittiche o delle trascendenti (le celebri funzioni o a) col 
cui mezzo queste si possono esprimere. Ma, mentre della teoria analitica delle curve 
razionali da tempo furono gettati i semi , mentre essa venne da molti sapiente- 
mente coltivata sicché diede e continua a porgere sempre nuovi frutti, la geome- 
tria analilica delle curve gobbe di 4^ ordine e 1* specie non è conosciuta quanto 
meriterebbe e pel suo intrinseco valore e per Timportanza didattica che possiede 
siccome notevole esempio di applicazione della teoria delle trascendenti che prima 
s* incontrano non appena si abbandonino gli elementi delle matematiche. 

Queste osservazioni — a cui deve la vita un mio antico lavoro (*) — mi si ri- 
presentarono quest*anno nelfapprestare la seconda parte del mio corso di Analisi 
superiore ; e in tale occupazione trovai l'eccitamento ad usufruire nello studio delle 
curvo anzidette delle formole e delle notazioni che Wei or Strass introdusse 
nella scienza e Schwarz tanto contribuì a diOTondere (**). 



(*) SulVapplicaeione dtllt funzioni Jacóbiane allo studio delle linee sghembe di 
quarto ordine e prima specie (Rend. della R. Accademia dei Lìncei, Voi. VI, 2® se- 
mestre 1890). 

(••) V. FoifneJn und LehrsaUe zum Oehrauche der eWptischen Functionen (l* ed. 
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Le equazioni da mo cosi oltcnutc ini sembrano abbastanza semplici per adat- 
tarsi ad ulteriori sviluppi , di cui alcuni mi propongo presentare io stesso in av- 
venire : ma intanto non credo fuor di proposito diffonderle fra gli studenti delle 
nostre Università (*), nella lusinga che questo esempio elementare renda ad essi 
più facile Tadito a quel campo di ricerche sconfinato e ubertoso di verità che 
olTre Tapplicazìone alla geometria delle nuove funzioni che T analisi matematica 
deve al secolo che ora tramonta. 

1. Si chiamino: A un fattore di proporzionalità, XoXfXsX, le coordinate te- 
traedriche di un punto nello spazio e a^^ (i , fc = , 1 , 2 , 3) sedici costanti arbi- 
trarie. Detta ancora u una variabile affatto libera si ponga 



(1) AX< = a io OqU + a<| o-u + a^j o^n + a,-, o^u = I a^v o^u (ì = 0, 1 , 2, 3) ; 



allora al variare di u si otterranno oo* punti dello spazio i quali costituiranno 
una certa curva C, della quale ogni punto è determinato da un valore di u ; anzi 
siccome è 

, V 4(m,i3,+tw,>j,+ni.i?.)(w+2«i.w,+2m*(02+2w3W.) 

(a=0,l , 2,3) 

qualunque siano gli interi w^m^m^, cosi è chiaro che il [lunto delia curva de- 
terminato dal valore u del parametro lo è anche da tutti ì valori congrui a 
n(modd. ico, , Ito^ , iiOj). # 

Siccome le quattro funzioni a sono legate da relazioni qua Mitiche omogenee, 
di cui due sono fra loro indipon«lenti, cosi anche fra le X passano due relazioni 
di tal fatta, epperò la curva C è del quarC (,rdine. 

Afllnchè questa sia piana devono esistere quattro costanti S^-(i = , 1 , 2, 3) 



1885, 2* ed. 1892); cfr. anche Halphen, Traile des fonctwns elUpfiques et de 
leurs applicaihns T. I (Paris 1886) e Biermann Theorie der anahjtischen Functio- 
nen (Leipzig 1887). — Ho adottato in seguito le lievi modificazioni che arrecarono 
alle notazioni di Weierstrass i signori J. Tannery e J. Molk nel T. I dei loro 
pregevoli Éìémcnis de la ihcorie dcs fonci'ioi.s lìVpiiques (Paris 1893). 

(*) Dirigendomi di preferenza a studenti , non ho sottinteso alcun anello dalla 
catena dei ragionamenti e dei calcoli : della prolissità conseguente chiedo venia ai 
lettori già provetti a cui cadesse sott* occhio questo mio scritto. 



Digitized by 



Google 



)( !81 )( 
non tutte nulle tali che. per tutti i punti della curva, si abbia identicamente 



X,E. + X,S, + X,S, + X,S,= *!*HiX, = 0, 



cioè che, per tutti i valori di u, sia 



ta3 Jfc-3 



anche 



Ora , siccome le funzioni o sono fra loro linearmente indipendenti « così, alTin- 
chè questa relazione abbia luogo per tutti i valori di u, le quattro equazioni 

'l'(i,,S, = (fc = 0,l,2,3) 

fa>0 

dovranno essere soddisfatte da valori non tutti nulli delle H , e ciò esige che il 
determinante 

e 

sia nullo. Se dunque è a = e soltanto allora la curva C è piana. 

Escluso questo caso e detto À,-^ il suddeterminante complementare di agj^ in 
a, dalle equazioni date si dedurranno le altre 

A L \j,i X^^aOiU (1 = 0.1,2,3); 

ciò prova che se si fa la trasformazione di coordinate determinate dalle formolo 

x]ì\if,X^^apXi (i = 0, 1,2,3), 

«■=0 

p essendo un nuovo fattore di proporzionalità, come equazioni determinsitrici della 
curva si potranno pri^ndcre le seguenti 

(2) :.Xi^G,u (/ = 0, 1 ,2,2) • 
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le quali sono assai più semplici delle (!); esse hanno bensì rinconvonienle di non 
abbracciare le curve piane, ma è questo inconveniente irrilevante perche le quar- 
tiehe piane di genere ! si possono ricavare agevolmente da proiezione dalle analo- 
ghe a doppia curvatura. 

2. Le quattro relazioni quadratiche esistenti fra le funzioni o prese 3 a 3 
danno luogo alle seguenti equazioni fra i punti della curva considerata : 

(«2 - e,) a?o* + «2* - x^ = 

(63 - e,) a?^* + a?8* - a,* = 

(3) 

((?, - ej) Xo* + «1* - a-2» = 

(<*» - e^) ac«* + (e, - e,) x^^ + (e, - Cj) x^^ = 

le quali rappresentano i quattro coni quadrici su cui è situata la data curva. 
Emerge da esse che, se &, , ^2 9 ^s sono tre costanti legate dalla relazione 

Tequazione 

( 4) (fr , e, + /C2 <•» + /C3 «3) ^0* + '• 1 «?i* + ^h «2* + frs 3^3* = 

rappresenterà tutte le 00' quadriche del fascio avente per base la curva C. In 
particolare i quattro coni anzidetti corrispondono alle seguenti terne di valori 
delle k : 

, +1 , -I 
-1 , , +1 

+1.-1, 

3. 11 rapporto anarmonico dei quattro coni del fascio 6, a seconda dell'ordine 
in cui essi si considerano, 

dj (/j _ d, d| d, dj 

■"d7' "di' d7' "d^' "d^' ''d^ 
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ove per brevità si pose 

(/, = (?2 - ^8 , d» = <?3 - Ci , dj - e^ - e^. 

Quel rapporto anarmonico è pertanto radice di un'equazione di 6® grado re- 
ciproca e tale inoltre che non muta cambiando Tincognita x h\ ì — x. Ora , af- 
finchè Vcquazione 

ac* - Pi aj' + Pt X* - p, x' + P2 a?* - Pi oc -f 1 = 

possiede tale proprietà, deve quest'ultima equazione essere identica alla 

(a?-l)« + p,(a)-l)» + pt(aj-l)* + p3(a7-l)» + pj(a;-l)* + Pi(j»-l) -fi = : 

fatti i calcoli si trovano in conseguenza le relazioni 

Pi = 3 , Pa = 2p,--5 

onde Tequazione cercata può scriversi 

Addizionando a questa le due identità : 

(-^)'-(^4)-K-i)=« 

-3(<r + i)'+3(xHl) + 6 =0 
essa si muta in 

(a. + iy-3(aj + l)V(p,-3)(a;+l)-2/vHl=0. 
Ed e^scn(lo 
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se ne dedurrà 

(as+ ^ - «y + (P« -6)(a5 + -^) - 2(p,-6) = 

anche 

(a?* -a?+ I) » ^, (a?-1) * 

—- Si =(6-P«)-^- 

finalmente 

(05* - ae + l)» _ . 
aì»(a!-l)» -''-P*' 



Ora si ha : 



ma dj + d, = — d, ecc. onde 

_ d,» + dt» + d,» d,»d,»+... 

E siccome d, + d, + d, = così d,» + dj» + d,* = 3 d, d» d, , cioè 
è 

®-P»=^--d?d7dT' 

Ora (Formein citate p. 12) è costume porre 

di* d,« d,* = (e, - e,y {e, - e,)» {e, - e.)* = G , 
si ha inoltre 

didj+djdi+djd, = (e,-c,)(e|-0,)-i- ... = e|(e,+C3)-Cte,-e4* + ... 
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onde elevando a cubo 

d,« d,» + ;.. + 6 d,» d,« d,» + 3 d,» d, d, (d, + d,) + ... = - ?^ 

d,» d,« + ... + 6 d,* d,* d,* + 3 d, d, d,(d,» + d,« + d,») = - ?1?1 
d,» d.» + ... + 6 d,« d,* d,» - 9 d,» d,» d,* = - ?1|S-' . 

d^*d^*(i,* 646 

— ^- 

Dunque Fequazione di cui le radici sono 1 rapporti anarmonici de* l coni def 
fascio è 

^ ^ aj«(flc-l)* "64 6 ^' 

k. Ricordiamo ora le formole 

a.(u + 2a,.) = -c''''("+"'^.« 

<»,(«+ 2<o.)=: + e^*''^"+*'''^.n; 

ne dedurremo subito che i punti u e u + 2(0, si corrispondono in un* omologia 
assiale involutoria I| avente per assi le rette A^Aj e A^A^ ove Ao...As sono i ver- 
tici dei coni del fascio. Similmente se ne avranno altre due ì^ e I^ e, detta I 



gJ (a?* - a; + !)• 27 

O Ponendo A = 16 Q e I = -r- essa si scrive — — ^ / =-7-!. 

A x\x - 1)** 4 

voL. XXXI. 24 
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le identità sussisteranno le relazioni : 

Similmente le formolo 

dimostrano che i punti u e - u si corrispondono neiromologia involutoria Oq di cen- 
tro Ao e piano A| Aj A, , mentre le formolo 

,,(-u + 2u..) = -e2'''(-"+*'^.u 

,,(-« + 20,,) = + e''»'(-'*+*'> ..ti 

rivelano resistenza di un'altra omologia involutoria 0, dì centro A, e piano A,A,A,. 
Similmente se ne ottengono due altre che diremo 0^ e 0, ; fra questa trasforma- 
zioni e le precedenti sussisteranno le relazioni 

0,» = 0,» = 0,» = 0,».-.I; 
poi 

OoO, = I, , OoO, = I, , OoO, = I, 

0,0, = I, , 0,0, = I, , 0,0, = I, 
da cui 

Oo = I.O, = I,0, = I,0, 

0, = I,0, = I,0, = I,Oo 

0, = I,0, = I,0,=I,Oo 

0, = I,0, = I,0, = I,Oo ecc., 

In tutti questi prodotti i fattori sono invertibili. 
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Potremo dunque dire che le 8 trasformazioni 1 1, I^ I3 Oo 0, Oj 0, formano un 
gruppo transitivo il quale ha per sottogruppo quello determinato dalle trasfor- 
mazioni I I| I2 Is- 

5. Dimostreremo ora che (a condizione necessaria e sufficiente afflnchè i i 
punti della curva determinali da quattro valori qualunque a , b , e , d del para- 
metro stiano in uno stesso piano è che sia 

a + 6 + c + d^O (modd. 4a)| , 4tOj , 4(0j) 

A tale scopo osserviamo che ailinchè quei punti stiano in un piano deve es- 
soTc nullo il determinante 



D = 



o^a <7,a (s^a (j^a 
oj) (s^b <5^b o^b 



qC <J,C cJjC 'TjC 



(j^d o^d ^{d o^d 
il quale sviluppato secondo i prodotti di determinanti binari! assume la forma 

D = |01,23] + [02,31] + [03,12] 

ove si fece uso di abbreviazioni di signiOcato evidente. 

Ora è noto (Weierstrass-Schwarz, p. 48 form. [A,3]) che, se si pone 



a'=^ (a + ft + c + d) 



a" = J(a-f 6 + c-d) 



6' = 5 (a + 6 - e - d) 



fc" = -(a + 6-c + d) 



e' = 5 (a - & + e - d) 



c''=-(a-6 + c + d) 



d'=-(-a + 6-c+d) 



^"-^(a-6-c-d), 



si ha la relazione (ove X|jlv è una permutazione qualunque di 12 3) 
(a) a^a o^b <TvC cf^d + ^lU' o^b' tf^c' (^od' + cr^^a" ^^ò" a^c" a^d" = 0. 
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Se in essa si cambiano ab e d ordinatamente in e d ab .a' b' e' d' diverranno ri- 
spettivamente a', -6', -e', — d' mentre a' b'^ d' d*' diverranno invece e", -d", a", 
—6'' ond*essa si muterà nella seguente 

(p) aj^c ffj^d o^a a^b - (jj^a' a^fi' or^c' a„d' - ffj^c" or^^d" <y^a'* a^b" = , 

equazione che, addizionata alla precedente, dà 

o^a o^b <3^c ^od + (j^c J^d T^a (j^b = — a^^a" o^b" cj^c" (s^d" 4- -^x^" ^pl^" ^v^" ^o^"- 

Finalmente se in questa cambiamo a in ~ a, a" 6^' e'' d" diverranno rispettivamente 
d', - e', - 6', - a' e si otterrà quindi : 

(6) c-^a cf^b o^C (J^d + o^C a^d a^a ^^6 = c^d' n^c' <JyÒ' ^0^' ~ ^'X^' ^|i^' "v^' *oC'- 

Ciò premesso si ha: 

[01 ,23] = {OqQ a, 6 c^c o,d + a^c a^d o,a ajft) 
+ {^0^ o^a Gjd ajC + o^d 0|C c^ft Oga) — 

— (a^a a,6 Cjd a^c + a^c (7|d 0^6 a^a) — 

— (a^ò ò,a OjC Ojd + Ood o,c o^a 036) 
e applicando la (6) 

[01 ,23] = Oou' 0,6' OjC' a^d' - a^c' o,d' o^a' 0,6' 
+ Oo^t' ^|b' OjC' Cjd' + GoC' 0|d' c^a' a^h' 

- o^a' 0|6' a^d' GjC' + o^c' o^d' o^b' a^a' 

— a^a' a,6' <jjd' Ojc' — a^c' Ojd' ajb' o^a' 
= 20^0' o, 6'ojc' Gjd' - 2af^,a' a^6' 'jfd' <y,c' 

finalmente 

[01,23] := 2aoa'.a46' (a,c' cr,d' - (y,d' (J^c') 

Similmente si trova [02,3!] = 2^^a'"3Jl)^ (v' c,d' - a^d' o,c') } (1) 

[03,12]^ 2oo'i' ffjb' (o,c' Ojd' - o,d' o,c') 



Digitized by 



Google 



E da queste tre segue : 



D = 2ooa' 
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a^b' ^2^' "a**' 

<i,c' o^c' tfjC' 

<T,d' ^2^' ^t^' 



Questa formola prova che affinchè sìa D = dev'essere o a^a' = oppure = 
questo ultimo determinante. Ora se si verificasse sempre quest'ultima circostanza 
i tre punti a' 6' e' starebbero sempre in un piano col vertice Aq del tetraedro di 
riferimento; il che ingenerale non accade, perchè noi possiamo scegliere ad ar- 
bitrio a' 6' e' e quindi, servendosi della condizione di coplanarità di 4 punti, de- 
terminare d' in funzione di a' , 6' , e'. Si ha pertanto ^o^' = , cioè 

a + 6-f c + d . 

oo ò = ; 



e affinchè ciò accada dev* essere 



a+6+c+d 



^0 (mod. 2(0, , 2(i)j , 2(03) 



cioè 
(8) 



a + 6 + c + d^O (mod 4w, , 4tOj , iw,), q. e. d. 



6, Non sarà inutile osservare che l'essere la (8) condizione sufficiente affinchè 
ì quattro punti stiano in un piano si può dimostrare altrimenti come segue. 
Nella (a) facciamo d = a4-6 + c; osservando che in tale ipotesi è 

o'=a + 6 + c ò'= — e e' =-6 d'=-o 

a" = 6" = 6 + c c" = c + a d" = -(6 + c>, 

la muteremo (essendo o;^(0) = l per X = l , 2 , 3) nell'altra 

(9) a,j(6-f e) <Jv(c+a) ^ti(a4 6) = <yQ{a+b-hc) ^-^a o^b <s^c - (y^Ca+ò+c) a^a a^c <j„b ; 

e se in questa cambiamo 6 ,c,o risp. in a4-6+c, —a, —e per il che 6 + c 
e a + 6 non muteranno ma a -h e si muterà in - (a + e), troveremo 

(10) tfo(&+c) n^ici-a) <3j,(a+ò) = 5^(a+6-f-c) ^^a a^b a-^c + a^(a+6+c) or^a <3xb ac. 
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ID particolare le (9) (10) danno la relazione a tre membri: 

(y) ^1(6+0)12(0 -ha) ^3(a -1-6) = T^(<if ftfO-r^fi ir^c Jjf) -^0 a^ (a -1-6 -1-0)1,6 v 

= (5^0 cj,c <j,a 13(0+6 +c) + io<5 ^|6 i2(a+6+c)<jja 

che applicheremo alla trasformazione del determinante 

1 (6 + e) or (c + a) or (a + 6) 

Aj= «52(6 + 0) crt(c + a) «'2(0 + 6) 

I3 (6 + e) 13 (e + a) ij (a + 6) 

come segue. Sviluppando A, e servendosi dell'eguaglianza dei membri 1® e 2*^ del- 
la (Y) si ottiene 



A, = - a^ (0+6+c) 



(y,a cTja 13^ 
<y|6 146 O36 

l,C I3C I3C 



- <y,(a+6-i-o) 



oa o^a 130 

16 a^b <3fb^ 
oc tfjC I3C 



servendosi invece dell'eguaglianza dei membri r e S"" della stessa (y) si trova 



A, = - a2(a+6+c) 



età o^a cr^a 

16 <j|6 I36 



+ ^3(a+6+c) 



oa a^a o^a 
06 <T|6 1^6 



iC a. e a*C 



Eguagliando le due espressioni trovate per 1| sì conclude Tidentità : 
-a(a+6+c) <yj(a+6+o) i,(a+6+c) i,(a+6+c) 



aa 


iia 


ifG 


030 


ob 


a,6 


136 


^36 


10 


a,C 


13C 


CjC 



= 0. 



Orbene, se sussiste la relazione (8) cioè se a + 6 + C3 — d, da essa segue 
che è nullo il determinante D e che quindi i 4 punti a 6 od della curva stanno 
in un piano e. d. d. 
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1. Chiamiamo 8fl| = -8j< le coordinjite della corda della curva che unisce i 
punti corrispondenti ai valori a , 6 del parametro. Esse saranno proporzionali ai 
determinanti estratti dalla matrice 

oa a^a c^a a^a 
ab 0,6 o^b a^b 

Siccome sussiste la relazione (op. cit. p. SI formole [D , 1 e 2]) 

, . 0, (a + 6) Co (a -6) 

assieme alle due analoghe, nonché la relazione 

o^a a fi + ofi <j,a 

assieme alle due analoghe, cosi si potrà scrivere (p essendo al solito un fattore 
di proporzionalità , 



{•«oa = 



1 



''ott ^a^ + 'o'^ ^'tt^ 



(M) 






ove a = 1 , 2 , 3 

ove p7 = 23 , 31 , 12; 



e si noti che, essendo Sq, 823 + ^os ^si + ^os Sf t = 0, fra le funzioni di due argo- 
menti qualunque a , b passa la seguente identità 



12) 



^. - e. 



{a^a a fi + a fi a^a) (a^a afi + ofi a,a) 



+ . . . = 0. 



Facendo nella (11) a = 6 ed indicando con e il valor comune di queste due 
quantità, si concluderanno le seguenti espressioni per le coordinate <« = — ^{ 
della retta tangente nel punto e alla curva considerata : 



(13) 



P'oa = 



1 



OoC o^c 

-(^«-63) 



P^ Ogc a^c 



ove a = 1 , 2 , 3 

ove . ?Y=23 , 31 , 12. 
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Siccome da queste risulta Tequazione a tre membri 

e^-e, e,-e, ^i - e^ ' 

cosi le tangenti alla data curva appartengono al complesso tetraedrale avente 
per superficie singolare il tetraedro A^ A^ A^ Aj ed il cui rapporto anarmonico 
è una radice dell'equazione (5). 

8. Dalle (11) emerge che il piano tangente alla curva nel punto u e segante 
essa nel punto v ha per equazione : 

- Xq OqU \ (e, - 65) cf^u <3^v + (e, - f?i) <y,u o^v + (e, - e,) ar,u a^v \ + 

+ d?4 a, (ti) j (pj - e,) (S^U OqV + ffjU a,t? - a,tt (t,!; { + ...= 0. 

Per sempliQcare quest* equazione osserviamo dalle equazioni [D, 2 e 6] del 
citato scritto si deduce : 

(e, - C3) or.U (Tot; = cTj* -^ a,« — -. a,* — cr^» -^ 



onde 



^jlt ^jV - a^t _ (,3» _ - (Pj - e,) a^« — a,» — 



(et-e3)<ToM<T^t; + v*^2«'-^sW ^8*;==- 2(^,-63) a,«^c7,»!^*' (15 , 2^) 



Similmente 



(e,-(>,) 5oti ^ot? + VI a,t; - a^u <j^v = - 2((>,-e,) cr^*^ V ^ (' 5 , 3*) 
Inoltre dalle equazioni [D » 3 e 4] 1. e. si trae 
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onde addizionando 

(15,1*) (p, - fa) o^M o^v + (p, - ei) o^tt a,v + (e, - c^) a,u Oj» = 

= 2 (e, - e,) ((>3 - e,) (e, - e») Og* -y^ ^o'-g" • 

Sostituendo nell' equazione del piano langenle e secante i valori dati dalle 
equazioni (15) e dividendo tutto il risultato per 2 Oq* —^ concluderemo: 

(16) (e, - C3) (f?s - e,) (e, - e») aoW Oo* ^^-«o -^ («i-e,) o.u o,* ^^.(c, + 

+ (ej - e,) a^u ^1^—^ '^t + (Ci-e,) o^u-o^^ — — a;,= 0. 

Facendo qui 1? = n otterremo l'equazione del piano che oscula la curva nel 
punto u sotto la forma seguente 

( i 1) (Cf - e$) (e« - e,) (e, - e^ o^» w • aJo + (e» - e,) o^H • aj, 

+ (e$ - e,) 0|»u • ìTj + (e, - ej) o^u • x^ = 0. 

Le coordinate dì un piano qualunque della sviluppabile osculatrice della curva 
sono pertanto date dalle equazioni : 

(t8) rSo = (Ci - Cs) (C3 - e,) (e« - e,) Oo«w , rSi = (et - (?,) o^'u 

r5t=(c«-eOaa«tt , r§, = (e,-e,)03»«, 

ove r è un nuovo fattore dì proporzionalità. Esse provano che la sviluppabile 
stessa è rappresentabile in coordinate di piani mediante due delle equazioni se- 

YOL. zzxi. 25 
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^((^2 - €,)' 5,* + V(e8 - €,y E,"* + N/(e, - r,)« §3* = 



(t9) 



V(e2 - e,) 5o* + V(e. - e,)« U' - V(e, - ('s)* 5,* = 



8 S « 



9. Siano a b due punti fissi della curva data, u v due punti mobili di essa. 
Se supponiamo che il movimento di questi sia regolato dalla condizione 

ti + V = - (a + 6) 

tutte le corde uv incontreranno la corda fissa ab (v. nJ 5 e 6) ; ma di pia in- 
contreranno anche tutte quelle u'v' tali che sia 

Ne viene che le corde uv , u'v' descriveranno due schiere rigate congiunte , 
ognuna delle quali contiene due quaterne di tangenti della curva: posto per brevità 



(20) 



a + h = 2C 



i punti di contatto di queste due quaterne di tangenti corrispondono ai seguenti 
valori del parametro 

±C,±C + 2w, , ±C + 2wj , ±C + 2co,; 

esse quindi si ottengono da una di esse applicando le 8 trasformazioni del gruppo 
dianzi definito. Potremo dunque dire che : se ad una tangente detta curva data 
8i applicano le trasformazioni I !« I, Js si oltenyono 4 rette di una schiera ri- 
gata, mentre applicandovi le trasformazioni 0, 0, O3 O4 si ottengono quattro rette 
della schiera congiunta (•). 



(*) Dftl punto di contatto di una tangente si ottengono qaelli delle 'altre tre ^ell a 
quaterna applicando le trasformazioni I , I| , I| e I9. 



Digitized by 



Google 



)( 195 )( 

Per ogni valore di C si ha una determinata quadrica, requazionc della quale 
si otlienc eliniincindo le quantità 9 j p , q 9U , v dalle equazioni 

pXi = p<3iU-['qoiV (1 = 0,1,2,3) 

con la condizione (20). Ora, elevando a quadrato queste equazioni si ottengono 
le altre 

(>* Xi^ = J)' o^^u + 2 pq (s^u «J^t; + q^ o^v 
da cui ^i elinainano subito p 9 p e 9 ; si ottiene cosi l'equazione 



(•21) 






= 



dalla quale si debbono ancora fare scomparire le u e v. A tale scopo si osservi 
che il coefficiente di x^ vale 

e per la [D , 2] p. 51 deirop. cit. 

''o (w + V) (j^{u - v) \ (Cj - e,) (j^u tr,t; + (e, - «4) ^^\l I3V -h (e, - e^) a^u <s^v \ 
o Analmente per la (IS , 1') 

2 (^2 - P«) (e$ - e,) (e, - Cj) a^ (U + t;) or^ (W - V) ^0* -^ (To* -^ . 

Invece il coefficiente di —x^ vale 
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e per le [D , 2 e 1] p. 5i 1. e. 

finalmente per la (15 , 2*) 

Analoghe espressioni hanno i coefficienti di —x^* e — x^'. Onde lo sviluppo 
della (21) diviso per 

2oo((i+t?)(7o(n-t?)ao*^^ 

è 

(et-e,) (e,- e,) (e.-e.) ^ ^ a?o* + (^« - e,) o,« ^ a,* + (e, - e,) a,* ^^ Xt* 

Tenendo conto finalmente della (20) si conclude che l'equazione generale delle 
quadriche dianzi definite è 

(22) (Cj - e^ (ej - e,) (e^ - e,) . o«* C • a?o* + (e, - e,) • o,* C • x,* + (e, - c^) • o,» C • a?»* 

+ (e^-e,)-o,«C-»,» = 0, 

la quale non muta cambiando G in - G, come potevasi prevedere. 

10. Innumerevoli sono le proprietà della curva che si possono dedurre facil- 
mente dalla condizione di coplanarìtà. Un esempio di tal metodo di dimostrazione 
è otTerta dal n.* prec. Un altro semplicissimo si ha considerando i piani osculatori 
della curva. Infatti, siccome la congruenza u + 3t; = (modd. 4(o, , icoj , 4(o,) per 
ogni valore di u ha nove radici v, cosi da un punto qualunque u dato sulla curva 
si possono condurre ad essa 9 piani osculatori ; i punti di contatto saranno (ove 
a , ^ sono due qualunque dei numeri 1,2,3). 



u 
3 


« 4w, 
3 ^T 


u , Sb), 
3 + 3 


«4 .8 


tt 4w, 
3 ■* 3 


tt 8tOj 
3 + 3 


u , 8 4 


tt . 4w, 
3^3 


tt 8w, 
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detti quindi Vq U| u^ n, quattro punti qualunque della curva posti in un piano, 
e Vq Vi Vt t^s i punti in cui i relativi piani osculatori incontrano la curva stessa, 
sussisteranno le reiasioni 

Wo + ^i + ^'i + WjsO 



dalle quali segue 



«0 + t^i + ^a + t?8 = , 



relaziono che prova: se 4 punii della curva sono in un piano, staranno in un 
piano anche i 4 punti in cui i relativi piani osculatori tagliano ulteriormente 
la curva stessa. 

Similmente si vede che la curva ammette sedici piani stazionarli i cui para- 
metri sono le radici della congruenza 

4x = ; 

quei parametri sono dunque 

, w^,2co. ,3w^(a=l ,2,3), w.4-2a)p(ajp = l ,2,3) : 

ne seguono tosto le coordinate dei punti stazionarli e le relazioni geometriche 
che li collegano. 

Crediamo superfluo moltiplicare gli esempii di tali applicazioni : consigliamo 
però al lettore desideroso di famigliarizzarsi con la teoria delle funzioni ellittiche, 
quale viene presentata da Weier Strass, di servirsi di quanto precede per di- 
mostrare le numerose proprietà della curva , che furono non a guari raccolte , 
accresciute e dimostrate geometricamente dal compianto Prof. Schroter nella 
sua ultima opera: Grundzuge einer geomelrischer Theorie der Baumkurve vierler 
Ordnung ersler Specie^ (Leipzig 1890) (*). 



(*) Altre applicazioni si presentano cercando generalizzare le elegantissime for- 
molo che il Prof. E. d'Ovidio ha esposto nel suo Studio sulle cubiche gobbe me- 
diante la noiagione simbolica delle forme binarie (Memorie della B. Accademia ]di To- 
rino, Serie II, T. XXXII, 1879) e quanto seppe da esse dedarre il Prof. F. Ger- 
baldi nel suo lavoro Sui sidtemi di cubiche gobbe di sviluppabili di 3* classe sia' 
biliti col meno di due cubiche gobbe punteggiate proiettivamente (Ib. id.). 
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11. Prima di chiudere vogliamo fare un'osservazione relativa alle corrispon- 
denze univoche che si possono stabilire fra i punti u v di una curva gobba di 
4^ ordine e 1* specie. Una di tali corrispondenze è determinata da un^ equazione 
della forma 

(22) ^-^h 

siccome a un punto della curva corrispondono infiniti valori del parametro dif- 
ferenti fra loro per multipli dei periodi, cosi i coefficienti a,p,Y e 5 devono godere la 
proprietà che se nella (22) si cambia u in u + i^ , ii essendo un periodo (cioè 
un numero qualunque della forma im^^,o^ -{• imiLo^ + im^io^) v o non cambia o si 
accresce di un numero analogo. Perciò la differenza 



lì 
a(u + ii) + p au + p 



a p 

T 8 



Y (a + a) + 5 YU + | -yu + (-^li + 6) ; j yu + 3 j 

deve anzitutto essere indipendente da u, il che esige sia y = 0; T espressione di 
quella differenza diviene quindi 

* 

Ora affinchè ^«ii sia sempre un periodo quando lo sia il, dev' essere ^ intero ; 
porremo in conseguenza 

arrogi, 
allora la (2*2) diverrà 



t? = |JLU + y 



più brevemente ponendo -l- = m, 



(28) r = (jLw -f m 



al variare deir intero (positivo o negativo) iJi e della costante m, la (23) rappre- 
senterà tutte le trasformazioni univoche esistenti fra i punti della curva. 

Arenzano (Riviera di Ponente) , Luglio 1893. 
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QUESTIONI DA RISOLVERE 



PER 



A. D E L R E. 



90. È dato un poligono piano (sghembo) semplice A, A^ . . . A„, e due rette 
r , t' (due piani te , ic') che non passano per alcuno dei suoi vertici : dimositrare 
che, posto 

r.AiAf^, = B,. , r'.A,.A<+, = B/ 

(t:.A,Aì+,=B, , i:'.A,A,+. = B/) 
dove per i = n deve prendersi A^^, = A, , si ha : 

(A,A,B.B/)(A,A,B,B,') . . . (A.A,B„B^')=1 , 
e dedurne la nota relazione: 



1 *^» ^ <+i 



91. Se si considera l'equazione (riferita ad assi rettangolari) 

u* + t?* - 2 (nii' + vv') = (1) 

fra le coordinate pluckeriane di due rette (u , v) , {a' , t?'), la quale, quando siano 
date u' , v' rappresenta una parabola ; e , quando, in vece, siano date u , v rap- 
presenta un punto, si hanno le proprietà seguenti : 

1<> Tutte le parabole rappresentate dalla (\) hanno il fuoco neirorigine 
delle coordinate. 

2.0 La direttrice della parabola che si ha dando la retta (u' , v') ò la stessa 
retta (u' , v'). 
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S."" La retta (u , v) biseca l'angolo della retta {u' , v') e del raggio che dal 
punto comune ad (u , v) ed (w' , v') proietta Torigine. 

4.^ Indicando con x^y le coordinate del punto dato dalla (1) quando sono 
assegnate u,v ^ le formule 



x = 



-2u 



y = 



2v 



U*+l?* 



deflnìscono un modo di passare dalle rette {u , v) del piano ai punti (x , y) di 
esso, il quale può essere ottenuto anche facendo prima la trasformazione polare 
rispetto al cerchio di centro e raggio 1 , e poi la trasformazione per raggi 
vettori reciproci rispetto al cerchio concentrico di raggio \/2 

5.® Tutte le sostituzioni lineari reali , le quali riproducono la (1) , inter- 
pretate sul piano, danno le similitudini che conservano l'origine. 
Giova mettere la (1) sotto la forma 

2rZo-2UWo + 5oW) = 

ove è z = u + iv , w = u' + iv' , i = y/^ , e sono Zq .pPq i numeri complessi 
coniugati di z , w. 

Si domanda anche una dimostrazione esclusivamente sintetica ; e , per farla 
con eleganza, basta fondarsi sulla proprietà 8.*. 

6.^ La eliminazione delle u , v dalle (2) e dalla 



conduce all'equazione 



«5 + t?>i + l = 



aj* + y*-2(5aj-f>]i/) = 0. 



Si desidera che l' eliminazione venga fatta direttamente , e poi con conside^ 
razioni geometriche. 

1.® Provare direttamente che se si traduce in equazione la proprietà 3.' 
delle rette {u ^v) ^ (u' , v') , quando il raggio che va al loro punto d* incontro , 
in vece che dairprigine, si fa passare dal punto di coordinate ^ , it * si perviene 
alla relazione 



u 

V 



V 



w5 + vri + 2 
uvi -vi 

1 



I (i?')j - u'5 + 1) tt* + (u'5 - t?')j + 1) 1?* - 2(yiu' + W) ut? - 2 {m^ + w^) = 0. 
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SUI DETERMINANTI RECIPROCI 



NOTA 



DEL 



Dott. GIACINTO MUSSO. 



Se A„ = (a| 6» ^8 . . .) è un determinante di ordine n, e A, , B, , C3 . . . rap- 
presentano i minori che si ottengono colla soppressione delle linee e delle colonno 
che concorrono rispettivamente in a, , òj , e, , . . . , è noto che il determinante 
A'. = (Al Bj Cj . . .) vien detto determinante reciproco di quello proposto ; e si 
dimostra che: 

(J) («i&ìC,.. .)(A,B, C, ...) = A„», 

ossia anche che : 

(i) A'„=A„»-^ 

Orbene , mi propongo di generalizzare la formula (1 ). 

Siccome un determinante di ordine n può svilupparsi non solo secondo gli 
elementi di una linea di una colonna, ma ancora secondo i determinanti di 
2"" , 3^ , . • . ecc. » ordine che si possono formare prendendo 2 , 3 , . . . ecc. linee 
orizzontali di 2 , 3 , . . . ecc. , colonne date ; allo stesso modo che si considera 
il determinante A',| = (A, B, C, . . .) formato coi minori di ordine (n - 1) , noi 
possiamo similmente immaginare quello , i cui elementi sono i minori di ordine 
(n-2). poi quello i cui elementi sono i minori di ordine (n — 3), e cosi via. 
Questi io li chiamo rispettivamente diUerniinanU reciproci di 2*, 3*.. ecc. classe 
del determinante proposto ; e per analogia dirò poi ancora determinanle reciproco 
di r classe, il determinante reciproco ordinario. 

voL. XXXI. 36 
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Fissiamo per es. la nostra attenzione sopra un determinante di S^ ordine 

fl, a, a^ a^ a^ 
ò, 62 63 ^4 ^5 

^5= e, e, Cj C4 C5 

d, dj d, d* dj 



11 suo determinante reciproco di 2' classe sarà evidentemente formato di de- 
terminanti di 3^ ordine, e sarà del IO**, giacché il numero dei determinanti di 
2^ ordine che nascono dalla consi ierazione di 2 colonne del proposto è dato da 
5-4 

Similmente, sarà pure del IO" ordine il determinante i cui elementi di ogni 
colonna sono ì determinanti di 2° ordine che moltiplicano i minori del 3" in cia- 
scuno dei lo simili possibili sviluppi per verticali di A,. 

Se per brevità in licbiamo quest'ultimo con 6,0, avremo per definizione: 



(a.ft») (a,6,) {a^b^) (a.bj) (aj6,) (a,?)») («,65) (0,6») (0,6,) (046,) 

(a,r,) (a,fj) {a^c^) ((J,Cj) (a,c,) {a^Ct) (a,c,) (a,c^) (o,c,) (a^c,) 

(d.c/j) (a,fis) (a^d^) (a^dt) (a»c(,) (rt,d,) (f/jdj) (Ojd^) (a,d») (««d,) 

(o,r,) (a.p,) (0,0*) (a.e,) (a. e,) (o,"*) («,e,) (0,04) (0,6,) (a* e,) 

(b,'',) (fc.o,) (ò.cj (6,fi,) (?>,r,) (ft,C4) (0,0 (6,04) (6,c,) (64 e.) 

(b,'',) (fc.d,) (^('«) e'.t*») (M») («>.''*) (6,d,) (M*) {fe|d.) (fc***.) 

(6,e,) (&,'',) (t.Pi) (b,"») (^'•3) (''«''») C'i''») (^e.) (6,«e,) (646,) 

(<•,''») ('•«f'j) (Cidi) ("1''») (cjd,) (c,<f4Ì (r,d,) (c,d4) (c,dj) (C4d») 

(C.''a) (Ci''s) (e, 64) (C,0,) (C,Pj) (C,P4) (<-,Cg) (C,<?4) (CgP,) (C4P,) 

(J."!^ (<','•.) (d^^) (d.^s) (d."») (t/i"*) (rfi'"») W»"*) (d."») (d»"») 



■'JO 



e poi ancora, se 8',, servo per indicare il reciproco di 2* classe del determi- 
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nante A, : 



6'..= 



»« 



A, 3 A, 4 A< 



A' A' A' A' 



s 


A„ 


A« 


A„ 


A« 


A« 


A« 


15 


A'„ 


A'« 


A'„ 


A'a» 


A'„ 


A'„ 



A". 



n 



1$ 



A'' A" A" A'' A'' A" A" A'' 



\"i kit' Kin Kfir k/n km k'r a/»/ 
'^ 1t -'^ iS A 14 ^ 15 ^* 23 ^ 24 -^ 25 •'*^ 3i 



A"' A"' 

^35 ^45 



B|2 1^13 Bu B|5 ^2» ^2 



B.4 B 



35 



B« 



B'., B'„ B'., B'„ B'„ ir„ ir„ B',» B'„ B'„ 
B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ B"„ 
Ci» ('ij Cu C,j Cjj Cu C,5 C,4 Cjj e 



iS 



C'ii C',| C',4 C'i5 C',5 C'j4 C'j, C',4 C',s e 



«5 



D„ D„ D„ D„ D« D„ D„ D,* D 



3S 



D 



48 



I dove ben inteso si è posto : 

A,i = M4Ps) , A„ = -M»e,) , A„ = (vV») . A,j= - {r.tdJO^) , A„ = M^",) , 
Aiv = -(vVs) . A„=(c,(/,r,) , As» = (c,<V,) , A„ - - (c,f/j^) , A„ = (c,</jff,). 

A',s= - (ÒA"») . A'„= (bjc/.p,) . A'„.-- - (6i</,p,) , A'„= (^i'f,^) , A'„ = - (b.r/t".) , 
, A'„= (fc.djCj) , A'„= - {b^<^i<'^) . A',, = - (6,d,e,) , A'„ = {b^d^e^) , A'45 = - (6,d,e,). 

i 

A"„ = (&,c,«'5) , A"„ = -(640^65) , A"„ = (6iV5). 



B„ = (o,d«fj) , B„ = -(0,(^465), 



C,j = (n, 6« Pg) , C,j = - (rtj h^ p,) , 



D|i = (a8^''«) . D„ = - (Oj 64 fj) , 
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Ma sono evidentemente vcriQcatc le relazioni : 

(o,6j)A,»+(a,6j)A,j+(a,ftt)A,«+'a,65)A,5+(a,6,)Asj+(flj^)A„+ 

+(a,òj)Aj5+(a,ft»)A,»+(a,65)A,s+(o«fts)A4j. . . =is 
(a,6,)A'„Hfli^)A'„+(a,ftt).\',»-!-(o,ftj)A',j+(rtjh,)A'„+(n»6t)A'„+ 

+(at''5)A'M+(a,64)A',4+(a,6,)A',5+(n»65U'„ . . =0 

(o, 6,)A"„+(rt,fc,)A"„f(a,ft*)A"u+ =0 

(a,6j)A"'„+ =0 

(a, 6,)B„+ =0 

(a, 6,)B'„+ =0 

(a,6,)B"„+ =0 

(a,6,)C„+ =0 

(o, 6,)C'„+ =0 

(o, fc»)D„+ =0 

(o,Cs)A„+-(a,r,ìA,s+(o,c»)A,4+(rt,ftj^A,j+(ajC,)A„+(a,Ct)A„+ 

+(''»'*s)A„+(n,r^ìA,4+(o,CjìA„+(fl4r,) A4, . , . =0 
(fl,n,)A'„+(a,c,)A'„+(o,C4)A'„+(a,'-j)A',s+(Ojrj)A'jj+(o,fi4)A'„h 

+(n,05)A'jj+(a,p4)A',4f(fl,'-,)A'„+(rt^c,)A'„ . . =\s 

(o, Ct) A',t + (a, CjìA",, + . =0 

(a,c,)A"'„+ =0 

(a,c,)B„ + =0 

(0|Ci)B'„+ =0 

(o,c,)B"„+ =0 

(o,c,)C„ + =0 

(a,c,)C'„+ =0 

(o,c,)D,j+ =0 



(R) 
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epperciò facendo la moltiplicazione per orizzontali dei due determinanti 6,^ e ò\q^ 
sarà : 

(a) 5|o-S'io = -^5*'. 

In generale , se il determinante che si considera fosse A„ (di ordine n), sic- 
come il numero dei determinanti di 2* ordine che si potrebbero estrarre da due 

colonne sarebbe dato da — - — , tanto il determinante reciproco di 2" classe i 

cui elementi sarebbero determinanti di oriline (a-?), quanto quello i cui elementi 
di ogni^colonra sono i determinanti di V ordine che moltiplicano i minori dei 

(n - 2)® in ciascuno degli — - — simili po^ssibili sviluppi per verticilli di A„, sa- 
rebbero delFordine — - — \ Conseguentemente avremo la forraola analoga alla (a) : 



«(ii-i) 



(()2 S.(«-o-8'^(n-o=A^ * ; 



a quale si dice che il prodoUo 8„(«.i)-o ndi-o ^ wffwale a A„ elevalo ad un espo- 

t t 

nenie che rappresenta il nvmero delle combinazioni di n cose 2 a 2. 
Questo risultato contiene evidentemente come caso particolare la formula (1). 

Nella stessa guisa che si ha , come abbiamo accennato in principio , la for- 
mula (I) , otterremo ora una relazione analoga, la quale lega il determinante re- 
ciproco di 2* classe a quello proposto. 

Per il caso particolare del determinante di S*" ordine che abbiamo considerato 
essa sarà ovviamente : 



0. 



=^ 



'IO 



e in generale : 

n(w-0 

(II) 8',;^-i)^A«_J_ 



8 



n{n-i) 



Continuando a ragionare sopra il determinante A, di b* orline , ve«liamo di 
generalizzare un altro teorema ; o per dir meglio , di estendere ai determinanti 
reciproci di 2* classe una proprietà nota, appartenente a quelli di l*. 

Si sa che ogni minore dell'ordine p che si può formare cogli elementi del 
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determinante reciproco A,/ di !• classe è uguale al minore complementare nel 
determinante primitivo A„ , moltiplicato per la potenza (p - l)-esìma di questo 
determinante. 

Ciò posto consideriamo il minore A^^ (che è del 9® ordine) del reciproco 8\o 
di 2' classe del determinante A,. Esso sarà evidentemente: 



A' A' A' A' 



A' A' A' A' A' 



e avremo 



A»^s = 



A'' A" A" A" A" 

A"'„ A",». 

B'„ 
B",. 

C'„ 



A, A„ A„ A,j A,, A„ A,, 

A'„ A'„ A'.s A'„ A'„ A'„ 

A"„ A"„ . 

A"'„. . 

B„ . . 

B'„ . . 

B",, . . 

OC,,. 

C'„ . . 

OD,,. . 



A« 

A' 



i> 



A,5 A 



A': 



SS 



corno si può vedere facilmente sviluppando il determinante secondo gli elementi 
(iella l* colonna 
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Ma se si moltiplica la 2' colonna per (a, b^) . la 3' per (a, b^) la 4* per 
(a, 65) ... ecc , e le sotiragghiamo tutte dalla 1*, in forza tlelle relazioni (li) si ha*: 

(a^ b^) A,j A, 3 A., 4 A, 5 A,8 Aji A,, Aj^ A35 A45 | 

(^1 O2) A'^2 A',j A ,4 A ,5 A 23 A 2, A is A 34 A'35 A 45 

(a,6,)A"„ \"„ 

(Oi Oj) A 12 A (] 

(0, 6}) B„ B„ 

(«, ft,) B'„ B'„ 

(a,6,)B"., B"„ 

(o,6,)C„ C„ 

(o,6,)C'„ C'„ 

(ff,60D„ D„ 



^,»A, 



ossia 



e a cagione della (^) ; 



/lit -« — i Lkti . 



Mt 



MO 



Sinailmente, consideriamo il minore A^^A'^^ die è dell' 8® ordine. Avremo 



>i.i4'«V = 



A5 A|4 A45 A3, A 



34 /I35 /I34 «35 



M5 



Ag A ,4 A'45 A '23 A',4 A 35 A 34 A'35 A 43 

n ft A" A'' A" A" A" A" A" A" 

U U A 44 A 45 A 33 A 34 A 35 a 34 a 35 A. 45 

A'"44 

B44 

B',4 

B"44 , 

C|4 

C',4 

Du 
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corno 8i può vedere facilinenie sviluppando il determinante secondo i minori di 
2^ ordine che si possono estrarre dalle due prime colonne. 

Ma se ora si moltiplica la 3* colonna per (a, 64), la 4" per (a, 65), ... ecc. , 
e le sottragghiamo tutte dalla prima ; e in seguito la 3* per (a, c^) , la 4* per 
(ai C5) , ... ecc. , e le sottragghianio tutte dalla 2* , avremo ancora : 



AnA\,à,'=^ 



(a, b^) (a, 6,) 
(a, C;) (o, Ca) 



ossia, per la formola (^} : 



(8) 



At* A\*- 



(a, 6,) (a, 63) 
(«4 ^«) (^1 <^s) 



-'IO > 



8 



A,». 



10 



In generale si può concludere che : 



(8) 



A A' 4" — 



(a, 62) (0,63) (a, 64) . . 
(a^ e,) (e/, C3) (a, r^'\ . . 
(«t^j) («i^8> (Old*) . . 



Qii(«-i) 



-A/; 



ossia che ogni minore dell'ordine p, che si può formare cogli elementi del de- 
terminante S'„(,,.,) reciproco di 2* c/asse rispello al determinante ^f^ è uguale 

al minore complementare nel determinante 8„(n.,j , moltiplicato per la polenza 

p-esima di 4^ , e diviso per il determinante o„(^.,) . (*) 

s 

Aggiungerò da ultimo che con procedimento analogo si perverrebbe a stabi- 



(*) Si vede facilmente che il numero dei simboli analoghi ad J,^ > -^'is* •*• ^^® 
compariranno nel 1" membro della (3) sarà dato da — - — ^^ — P ; e che tale nnmero 
fornisce altresì Tòrdiné del determinante al numeratore del 2^ membro^ 
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lire nuove formule che legano i recìproci di 3' 4* , . . . ecc. cl»nsse nonché i loro 
minori al determinante primitivo A„ ; e in generale potremo concludere : 

!•• C/te dal modo di sviluppare un delcrminanlc à^ {di ordine n) secondo 
i delerniinanli »/i ordine ra che si possono formare prendendo m linee orizzon- 
tali di ra colomic dale^ è ovvia la considerazione del reciproco di m-esima classe 

(ò' ^j j il quale è delVordine ^ — -^ ; che si può similmente immagi- 

nare un altro delerminanlc /6 . \ che è dello stesso ordine, e i cui elementi 



\ fnl(n— m)V 



di ogni colonna sono i determinanti di m® ordine che moltiplicano i minori del- 

n! 
t (n - vny in ciascuno degli -yr-— — rj slmili possibili sviluppi per verticali di 

A,»; e finalmente che il prodotto 6 ^^ .5' ^j è uguale a 1^ elevato ad un 

tn! {n—m)\ m\ (n— m)l 

esponente che rappresenta il mimerò dotte combinazioni di n cose m a m. 

2.® Che ogni minore delVordine p che si può formare cogli elemenli del 
determinante S' ^^ reciproco di m-esima classe rispetto al determinante A„, 

è ugimle al minore complementare nel determinante 5 ^j , moltiplicato per 

la potenza p-esima di A,| e diviso per il determinante 5 ^, 

m! (n—m)\ 

Genova 31 Ottobre 1893. 
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SULLA HESSIANA DI UNA VARIETÀ 

NELLO SPAZIO A 4 DIMENSIONI 
NOTA 

DEL 

Dott. E A S C I O N E. 



Alcune generalizzazioni negli spazi! a più dimensioni di proprietà conosciute 
del nostro spazio si possono facilinonte faro da chiunque abbia studialo un po' di 
geometria in essi. 

E quelle generalizzazioni non so)o si possono, ma si debbono trascurare. Pur 
tuttavia ci sono al.une quistioni che porgono alcun che di vario e di utile e si 
presentano sotto una forma generale degna di nota. 

In queste rientrano, credo, i risultati ottenuti in questa breve nota, per la 
quale, per essere il meno vago o prolisso possibile, mi sono limitato allo spazio 
a 4 dimensioni. 

Lo scopo principale di essa deve ricercarsi nella generalizzazione del pen- 
taedro di Sylvester di una superficie cubica dello spazio ordinario, o nel desi- 
derio di ritrovare mediante la llessiana di una varietà cubica qualche proprietà 
«Iella varietà stessa. 

1. Sia U(w = 0) una varietà a 3 dimensioni dell'ordine ?i immersa in un [4]. 

K noto che il luogo dei punti di cui le prime polari hanno un punto doppio 
6 la varietà Stcineriana di U ; mentre il luogo di tali punti doppi, oppure il luogo 
dei punti di cui le quadriche polari sono specializzate, o ancora la lacobiana del 
sistema lineare di ordine n— l delle prime polari dei punti dello spazio è la va- 
rietà Hessiana di U (*). 



(*) Ci varremo tacitanaente di proposizioni relative alla teorli della polarità ri- 
spetto alla varietà U , essendo questa teorìa conosciuta. 
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La Stcìncrinna S conterrà dunque tutti i sostegni delle quadricbc specializzate 
dei punti della Hessiana H. 

2. La S e la H si corrispondono punto a punto , a meno di certi elcmeuti 
eccezionali come vcdrcnrìo meglio in seguito, intendendo come corrispondenti duC 
punti P , P' tali che mentre la i' polare di P ha un punto doppio in P', la qua- 
drica polare di P' ha un punto doppio in P. 

3. L' online della S 6 5(n-5)* e quello della II è 5(/i — 2;. L'equazione di 
H si ottiene uguagliando a zero il discriminante delia quadrica polare di un punto 
(x,) , ovvero di 



ove le y sono le coordinate correnti ed u,-^ = 



0) 



H = 



dXi to^ 

H|| W|ì ^IZ tiu Wl5 
«li «M «1» W„ V„ 

u 



. Sicché sarà 



w 



^84 «35 



41 «41 



«51 t'jt 



Wx* tix 



'83 



*54 "88 



= 0. 



4 In modo analogo a quello seguito nel nostro spazio si dimostra che la S 
è anche Tiiiviluppo dei [3] polari dei punti di H. E quindi che la classe di S, 
cioè il numero dei [3] tangenti ad S passanti per un piano, è 5(n - 2)(/i- 1)*. 

5. Se la U è una varietà cubica la S e la H coincidono, giacche la 1* polare 
di un punto rispetto a U è anche la quadrica polare del punto stesso. E questa 
varielà unica è di ordine S e dì classe 40. 

6. Si sa che una varietà quadratica in un [in] può essere più volte specia- 
lizzata. Essa è { volte specializzata quando sono nulli il suo discriminante e tutti 
i subdeterminanti di esso di ordine m — 1 , m — 2 , . . . , m — i + 2. Basta però 
a tal uopo che siano nulli solamente tutti i subdeterminanti di e5S0 di ordine 
m — 1 + 2; ed in tal caso la quadrica avrà infiniti punti doppi giacenti in un 
[i-1], sostegno della quadrica. 

li numero delle condizioni distinte che si dovranno avere perchè siano nulli 

tutti i subdeterminantì di ordine m-i + 2 è ^-r — (*). 



(•> Segre -Studio sulle quadriche . . • (M.^Acc. Torino 1883-84). 
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Sicché essendo necessarie 3 condizioni aflinchè unaquadrica diventi un I-cono, 
si avrà in uno spazio a 4 diniensioni che sulla H esisterà una curva y luogo di 
punti di cui le quadriche polari sono degli l-coni. 

Gli assi di questi I-coni generano una rigata R appartenente alla Steineriana. 

I punii di Y saranno dei punii doppi di H , giacché le loro coordinate an- 
nullano altresì le prime derivate di H. 

II [3] polare di ciascun punto di y toccherà poi la S lungo tutto la retta 
asse deir I-cono polare (*). 



(*) Alla Hessiana H di una varietà ad m — 1 dimensioni immersa in un [m] ap- 
parterranno quindi diverse k^^ varietà H, , Hj, , ... , H^_^ , luoghi di pnnti, di cui 
le quadriche polari sono ordinatamente i— coni , 2-coni , ... (i — l)coni. 

/»(»+ 1)\"** 
La H^_, sarà una ( — - — ) varietà, ovvero il numero dei suoi punti è 

QQ 2 . Questo numero sarà finito se w = . Dunque solamente negli spagli 

il cf*i numero di dimensioni segue la legge ^ accadrà {come nel nostro spazio) 

2 

che sulla E si trovi un numero finito di punii di cui le quadriche polari siano 

(i— l)coni. Quadriche polari maggiormente degenerate non ve ne sono. 

, t(i+l) s^ n • • • ^ - 1 + VSm+l 
Ponendo m r — >0 si ricava f< . 

Sicché il numero massimo di degenerazione della quadrica polare di un punto 
rispetto a U è il più grande intero che sia nelV espressione , notando 

che questa è un intero esatto^ solo quando m è della forma — jr-^ e dà precisamente i. 

2 

Nel nostro spazio sulla Hessiana di una superficie vi é un numero finito 
(l0(n-2)*) di punti di cui le quadriche polari si spezzano in coppie di piani. Tale 
numero si riduce a 10 se la superficie è cubica e si ha il noto pentaedro di 8yl- 
ve s t e r. 

Nel nostro spazio dunque si verificano due casi speciali. Prima di tutto m = 3, 

cioè è della forma — r — , per i = 2 ; e poi i = 2 indica appunto il maggior numero 
2 

di volte in cui può degenerare una quadrica, s'intende se essa non si compone di 
un luogo contato più volte. 

Per avere un numero finito di punti sulla H di cui le quadriche polari degene- 
rano il più possibile, bisogna risalire negli spazii a 6, 10,..., -^-^r — dimensioni, per 

2 

avere però solamente dei 2— coni, 3— coni, , ... (i - 1) coni. 

Notiamo finalmente che t punti della H,., sono punti i^^ per la H , (i — 1)^'* 
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1. Cerchiamo ora l'ordine di y- 

Indicando con V/j, il minore complementare di u^j nella (l) , per una nota 
proprietà dei determinanti si ha 



(2) 




».. 


»t»-»u* = I 


I-M 






dove è 








Va «ts "t* «t» 




tt„ w„ ie„ 


«.5 




M„ «„ l/„ U„ 




«M «M Wj4 «J5 




«J, «3S «S4 


«M 




«SI «M «.4 «8. 


»u = 




»M = 






f,l = 






«4, «„ «„ «„ 




««4 «« W„ 


«45 




«41 «4S «44 «4» 




«M «»J «,» «5, 




«J. «M «54 


WjJ 




«»• «M «54 «85 



ed 



M = 



Waj ^^34 t'85 
W4, W44 W45 

^55 Wj^ Wjs 



La (2) mostra che la curva comune alle tre varietà V4,(t?„=0) , ^^iVit^O) e 
V,j(t?42-0) si compone della curva doppia di M = 0, di una curva che si trova 
sulle H - ed M=0 (cioè sulla superflcìe che esse hanno in comune) e della curva 
doppia di H = 0. 

Con un procedimento del tutto analogo a quello che si tiene per determinare 
i punti doppi di una superficie del nostro spazio generata da un complesso sim- 
metrico di 3 sistemi lineari , si vede Facilmente che la curva doppia di M = è 
dell'ordine 4(n— 2)' e lungo i punti di essa le V,, , V^ , ^^z si segano senza 
toccarsi. 

Inoltre la curva comune alle tre V e che trovasi sulle H = 0edM = 06 data 



per la H^ , ... (i-k)**'* per la ìlj^ , giacché essendo per essi nulli i subdeterminanti 
di ordine m — t + 2 di H , ed essendo H un determinante di ordine w + 1 , saranno 
nulle le prime • - 1 derivate di H, t - 2 dì H, ... (i - A; - 1) delia H^,, 
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clair annullarsi dei tre determinanti 



Wi = 



«M 


«3» 


«3J 






«4S 


W«4 


"4. 


» 


w,= 


«53 


«84 


«SS 







^'S1 «34 ^'35 



^'il '«'ii W^5 



«51 W54 1^55 



W, = 



«82 «Si «as 



«42 «44 «45 



«52 «54 «55 



Ciò dà luogo a tre varietà W,(w, ^ 0) , W^iw^ ^ 0) , W,(W5 = 0) . dove la 
W| coincide appunto con M , le quali hanno comune la superOcie generata dai 
tre faspi 

«34 + >^^'S5 = 



Wu + Xu, 



14 T AU45 



«54 + ^«58 = ^ 

che è dell'ordine 3(n - 2)* e che equivale nell'intersezione delle W ad una curva 
dell'ordine n(n-2)* (*) ; sicché queste si segheranno ulteriormente in una curva 
dell'ordine 10(n-2)8. 

!-**' ^ìì y ^n » ^22 hanno dunque in comune questa curva, ma poiché si toc- 
cano lungo di essa, tale curva conterà per 4 volte il suo ordine nella loro in- 
tersezione. 

Sicché notando in fine che ciascuna delle V è dcH'ordìnc 4(?i-2)', si avrà che 

64 (?i - 2)» - 4 in - 2)» -> 40 (/i - 2)» = 20 (n ~ 2 ;» 

è l'oriline della curva y doppia per 11 = 0. 

8 La U incontra la H in una superficie parabolica Vf^ deU' ordine 5n(?i-2) 
luogo (li un punto P tale che la quadrica polare di esso é un 0-cono (di vertice 
P' diverso da P nel qual casj P sarebbe un punto doppio di prima specie per 
U). La itf^ é anche il luogo dei punti bipianari delle sezioni spaziali con <^li S, 
tangenti alla U. 

Ma sulla U vi saranno ancora ^0 n (n — 3)' punti speciali, ciascuno P del quali 
è tale che la quadrica polare è un I— cono (di asse p non passante per P, se P 



(*) È lecito applicare in questo caso la forinola di Nother (Annali di Materna 
tica t. V) per l'equivalenza di una curva comune a tre superficie, perchè una sezione 
spaziale qualunque delle tre W, riconduce appunto al caso considerato. 
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non è doppio di 2' specie per U), ed è punto uniplatiare per la sezione spaziale 
ratta col [3] tangente in P alla U. 

9. Sia P un punto di y e p l'asse dell*! -cono polare di p. Ai punti di p 
corrispondono come quadriche polari gli 0-coni di un fascio di comune vertice P. 
Questo fascio e soi^^ato da un [3] (Qualunque in un fascio ortiinario di quadriche , 
in cui è noto che vi sono 4 coni, i quali, proiettati da P danno luogo a quattro 
1 - coni. 

Potremo quindi enunciare che 
Gli assi degli I-coni, che coHiluiscono la rigata R, so?io quadriseganli di 
Y > e passano a quattro a quattro per ogni punto della curva slessa. 

10. Sia ora U una varietà cubica. La Hessiana e la Steineriana coincidono 
in un'unica varietà H del 5^ ordine. 

Sa di questa vi è una curva di^ppia y delVordine 20 ed una rigala R. Le 
relle di R sono quadriseganli di -^ e passano a qìMLltro a quattro per ogni 
punto di y. 

11. Per ogni punto di D passano, come è noto, 6 rette appartenenti alla va- 
rietà, e che costituiscouo Tintersezione della quadrica polare di P col [3] polare 
di osso e con la superficie del 3® ordine monoide secondo cui questo [3] sega 
la U. Queste 6 rette appartengono quindi ad un cono quadrico ordinario. 

La sega però la H in una superQcie pirabolica % di ordine 15. Ciascun 
punto P di Uj^ è tale che le rcUe concorrenti in esso appartengono a 2 piani, 
ed è quindi biplanare per la sezione spaziala di U, fatta col [3] potare di P. 
Tali punti li diremo punti parabolici di 1* specie. 

Sulla U vi saranno però altri pumi, quelli comuni ad U e y, ciascuno dn 
quali è tate che le rette passanti per esso coincidono a due a due in tre sole, 
e sono punti uniplanari per le sezioni spaziali tangenti Si diranno punti para 
bolici di 5* specie. 

12. Sia P un punto parabolico di 2' specie. Conduciamo per P e pel corri- 
spondente asse p deir I-cono polare di P un [3] qualunque. Q:iesto segherà la 
U in una superficie cubica, per la quale il punto P ù tale che la sua quadrica 
polare è una coppia di piani che s*inter^ecana in p, mentre uno dei piani passa 
per P. Esso è quindi un punto di Eckardt di tale superQcie. 

Per questa ragione i punti parabolici di 3' specie li diremo puro punii di 
Eckardl della U. 

La U ha dunque 60 punti di Eckardt. 

13. Siano L « M , N i punti comuni a p ed U , essendo p Tasse dellM-cono 
corrispondente al punto di Eckardt P. I [3] polari dei punti di PL debbono 
formare un fascio ed hanno quindi comune un piano passante per PL, sicché tutti 
i punti di questa retta apparterranno alla U. 

Chiameremo piano diagonale di U un piano analogo a Pp , e che indiche* 
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remo con j P , p |. Sicché possiamo dire che : i piani diagonali di U scgoìio la 
varielà in ire rette di un fascio. 

14. Chiameremo corrispondenti due punti P , Q di 7 tali che Tl-cono polare 
di uno di essi ha il sostegno passante per Taltro. 

Se due punti corrispondenti P , Q di 7 sono punti di Eckardt per la U, 
saranno pure punti di Eckardt corrispondeìUi per la superficie del 3® ordine 
sezione di U col [3] individuato dai sostegni p , q degli I-coni polari ; e perchè 
per questa superficie si sa che la congiungentc i due punti P Q *ippartiene ad 
essa, ai avrà pure che 

Se due punti di Eckardt di U so?io corrispondcnii, la loro congiungentc 
appartiene alla varielà fondamentale. 

13. Nello spazio a 4 dimensioni vi sono delle rette speciali {*) luogo di coppie 
di poli degli spazii d'un fascio rispetto alla varietà cubica U. Queste coppie for- 
mano una involuzione sopra ogni retla speciale. 

É noto pure che se P è il polo di un [3] che ha un altro polo sulla retta 
speciale p appartenente a P , il punto P appartiene alla H ed è un punto doppio 
deirinvoluzione suddetta. Sicché le rette speciali sono bitangenti alla Hessiana. 

Sia ora P un punto qualunque di II di cui il [3] polare sia ir. So cerchiamo 
i poli di Tc , troveremo che 2 di essi coincidono in P, sicché per un punto qua- 
lunque della H passano, come per ogni punto dello spazio 15 rette speciali^ di 
cui però lina è tangente in P e tangcnle di nuovo altrove , mentre ciascuna 
delle rimanenti è bitangenle in punti fuori di P. 

Sia P invece un punto di 7 , indicando con ir il [3j polare dì P (che tocca 
la H in p), assumendo in tc 4 punti di cui 2 sopra p le quadriche polari di essi 
si segano in 16 punti, di cui 4 coincidono in P. 

Sicché per un punto qualunque di y passano pure 15 retle speciali, ma 3 
di esse hanno contatto iripunto con H z'm P, me7i/re le 12 rimanenti toccano 
la E in pu,nli fuori di P. 

16. Se P é un punto di Eckardt, per esso passano 3 rette della u, appar- 
tenenti al piano diagonale |P,pI e vi saranno per esso 3 piani, che toccano U 
ciascuno in una delle rette e la segano altrove in un'altra retta (coniugata della 
prima). 

Le tre retto di P sono dunque tre rette speciali appartenenti ad D , sicché : 
Vn punlo di Eckardl di U sarà triplo per la superficie gobba £ delV ordine 
120, luogo delle coppie di punti di contatto degli spazii bitangenti ad U e che 
ha per generatrici le rette speciali di D. 



(*) Enriques. Sugli spazii plarilangenti delle varietà cubiche generali appar- 
tenenti allo spazio a 4 dimensioni, (Questo Giornale voi. XXXI pag. 81), 



Digitized by 



Google 



)( 211 )( 

n. In generale si sa che vi sono 38 rette speciali di U che si appoggiano ad 
una sua retta speciale r; e queste compongono insieme alla r 19 trilateri i cui 
Tettici sono i punti di contatto di 19 spazii tritangenti alla U. 

Se la r è una delle 3 rette del punto P di Eckardt oltre le 2 rimanenti 
vi sono altre 36 rette speciali, che si appoggiano ad essa e quindi 

Per una delle relle di un punto P di Eckardt diV pannano pure 19 piani 
Irilangenlì, solamente che uno di essi (come era evidente) è il piano diagonale 

|P,P|. 

18. Si potrebbe così continuare, a noi è bastato però, in questa breve nota 
solamente dimostrare la esistenza sulla Hessiana H di una varietà cubica U della 
curva ^, analoga al pentaedro 6\ Sylvester di una superficie del 3® ordine 
nello spazio ordinario , e come tale curva possa servire nello studio della varietà 
cubica U. 

Napoli , Ottobre 1893. 



▼OL. xm. ?8 
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SULLA RELAZIONE TRA LE DISTANZE DI 4 PUNTI DEL PIANO 



NOTA 



DEL 



Prof. CORRADO CIAMBERUNI. 



1. La nota relazione tra le distanze : 

BC = a| ; CA. = a, ; AB sa, 
DA = p, ; DB = p, ; DC = P3. 
di 4 punti A , B , C , D del piano, può essere scritta nel modo seguente : 

e può ancora presentarsi sotto altre forme, alcune delle quali mi sembrano degne 
di nota. 

2. S8 si aggiungono e si tolgono i termini che cogli ultimi quattror del primo 
membro formano il quadrato esatto di 

fli Vt Pa + «2 'Os Ti + «» Pi Pt + a, a^ a, 
dopo semplici trasformazioni si perviene alla : 

(2) fiat.Pi) s l(ajHPi*)(c'iPi+a«P«-fliPi)+W+Pi*)(««Ps+aiP4-«tPi)+(^i'+P3*) 
(a,p,+a|P,-aaP,)](a4P|+a,Pg+a8P,)-(aiP3P,+ajP,P|+asPiPg+o,agO,;»=0. 
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La (t) evidentemente non muta se si cangiano i segni di alcune delle sei 
quantità a^ e p^; perciò sarà lecito di fare questi cangiamenti anche nella (2). 
Dalla (2) immediatamente si ricava la nota proprietà geometrica: 

« Se tra le disianze a^ , a^ , a, , pi , Ps , Pa di 4 punti del piano ha luogo 
a la relazione : 

(3) aiPiia,p, + a,p, = 0. 
e tra esse ha luogo necessariamenie anche V altra : 

(4) a,p,p3 + a,p,p, + a3p,pj + a,aja, = 0. » 

Inoltre dalla stessa (2) si può ricavare che se tra le suddette distanze ha 
luogo la relazione : 

(5) (a** + p,*) (a^pj + OaP, - a.p,) + (a.* + Pi") (a^Ps + OiP» - a,p,) + 

+ fli* + Ps*) (a«Pi -t- QtPt - «sPs) = , 

tra le stesse distanze dovrà pure aver luogo la (4) ; e se ha luogo la (4) dovrà 
sussistere Tuna o Taltra delle (3) e (5). 

8. Si faccia una trasformazione per raggi vettori reciproci , assumendo per 
polo il punto D ; si costruiscano cioè i punti A', B', C tali che : 

DA.DA'=DB.DB' = DC.DC' = p»; 
allora si ha (Cfr. Baltzer Pian. § 14, 13): 

B'C' = p».-^ ; 0'A' = p«.-^ ; A'B' = p*.-^; 
Pi Ps PsPi P1P2 

DA' = p".- ; DB' = p*.— ; DC' = p*.— ; 
^ Pi Pz ^ Ps 

d* onde 

B'C : C'A' : A'B' : DA' : DB' : DC = a.p, : aj)^ : o^p, : p^p, : pjp, : p.p^. 

Le sei quantità a,Pi , ajf)^ , a^p^ ; p^Ps « PsPi * PiPi possono dunque esser prese 
come le distanze di 4 punti del piano, e perciò tra esse avrà luogo una relazione 
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come la (1). Sostituendole infatti nella (1) rispettivamente in luogo delle apa^.a,, 
Pi>P2>P8 si ritrova la stessa /'(«*• iP<) moltiplicata pel fattore Pi*P2*Ps*. Altret- 
tanto dovrà quindi accadere se si fa la stessa sostituzione nella (2) che è la stessa 
(1) sotto forma diversa. Effettuando questa sostituzione, a parte il fattore suddetto 
Pi*P2*Ps^ si ha 

(6) [{a^W + Pi*P3*) {^t + a. - «i) + {(hW + Ps*Pi') (^« +• ^1 - Oi)+ 

+(a8*P3*+PiW)(«i+at-as)](»i+«t2+as)-(«iP/^aiP4*+fl3Ps*+a|fliai)*=0, 

che sarà perciò un altro modo di scrivere la stessa (I). 

Dalla (6) immediatamente si ricava il noto teorema di Stewart: 

a Se tra le sei dislavz.e a^ « ai , a, ; P| , p, , p, di 4 punti del piano ha luogo 
« la relazione : 

(1) a4+a, + a, = 0, 

<». ira esse ha luogo necessariamente anche Valtra : 

(8) ai Pi* + flj Pi* + a3 Pa* + a, a^ a, = 0. » 

Inoltre dalla stessa (6) si può ricavare che se tra le suddette distanze ha 
luogo la relazione : 

(9) a,»P4* + P2*Ps*) (Oi + 0, - a,) 4- (a^W + Ps^Pi*) (^a + «i - «t) + 

+ (V Ps^ + Pi* Pi*) (Oi + a, - a,) = 

tra le stesse distanze dovrà pure aver luogo la (8) ; e se ha luogo la (8) dovrà 
sussìstere Tuna o l'altra delle (7) e (9). 

4. Siene k^ ,k^ . k^ le mediane del tetragono ABCD, cioè i segmenti che uni- 
scono i punti di mezzo delle coppie di lati opposti a, o Pi $ a^ a Pt ^ a^ e p,. 

Si ha , com* è noto : 

4 ;t,* = Oj* + a,* - a,» + Pt* + Ps* - Pi* 
4 k^^ = 0,» + a,» - «,» -h P3* + Pi* - Pi* 
4V = fli" + at'-a3' + Pi* + P2*-PsS 
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da cui : 

(a) ! Pt" = 2V + 2V-at* 

Sostituendo nella (1) i valori di p<* ' p,* , Pj* si trova dopo riduzioni : 
(IO) 4 [(a,* -h flj*) (a, V + Os* V - a,*A:,*) + (a,« + V) («s'^s* + a,*A;,»-a,»fc,*)+ 

ossia 

4Aai,fti) = 0. 

Abbiamo cosi un altro modo di scriver la (4) , e possiamo dedurne la pro- 
prietà : se a, e p, , a, e P2 , o^ e p^ sono le coppie di lati opposti di un tetra- 
gono piano, le quantità a^ e k^, a^ e k^, a^ e k^ saranno le coppie di lati op- 
posti di un altro tetragono piano. Il che può essere dimostrato geometricamente 
in modo semplice. 

5. E conosciuta la (I) anche sotto la forma : 

4Pi*Pi* Ps* - Pi*(p2Hp3*-at')*-Pi*(P3*+Pi*-aì*)*-P3*(Pi*+p,»-a3«)» + 
+ (PiHP3*-a.*) (P«HPi*-a,«) (p.HPt*-as*) = 0. 

Sostituendo in questa a pi* , pj* , pj* rispettivamente fc^* , fcj* , ^3* e molti- 
plicando per 4, si avrà, per quanto s'è detto precedentemente, il valore di [{a^ , p,); 
facendo queste operazioni e avendo riguardo alle (a) , si trova : 

(H) 1 6k. VV - A|*(Pi* - a,*)* - V(Pi* - (hr ' KW - ««* + 

+ J (P.* - a.*) (Pt* - O (P3« - a,*) = 0. 

6. Se i 4 punti A, B , G , D non sono posti nello stesso piano e si indica con 
Y il volume del tetraedro da essi determinato, è noto che : 

144V» = r(a,,p^, 
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e i primi membri delle (1) , (2) , (6) , (10), (11) sono allora altrettanti modi di- 
versi di esprimere il valore di 144V*, 

In particolare se at=p^ , Oj = P4 , a^^Pa cioè se il tetraedro ha le facce 
uguali, si ricava dal primo membro della (11) 

V = « A| fi^ n^ t 

cioè il volume d'un tetraedro a facce uguali è uguale a un terzo del prodotto 
delle sue tre mediane. 

1. I vertici A , ff, G del tetragono piano ABCD si suppongano Ossi e si faccia 
variare il vertice D. Allora indicando rispettivamente con a , 3 , y le quantità co- 
stanti a|*,0j*,a3* e con fl? ,2/ , jz, le variabili Pi^iPj^.Ps*, la (I) diventa 

ax^ + Pi/* + T^* - (P + Y - a) 2/2 - (T + * - P) ^^ - (* + S - y) ojy 

-a(P + 7-a)a?-p(Y + a-p)y-.Y(a + p-T)^ + a?Y = 

e se si riguardano oo , y y z come le coordinate cartesiane di un punto dello spa- 
zio, Tequazione ultima, come si può veriflcare , rappresenta un paraboloide ellit- 
tico tangente ai piani coordinati a5 = 0,j/ = 0,2~0 rispettivamente nei punti 
(0 » T 1 P) » (T > , a) , (p , a , 0). V'è corrispondenza unìvoca tra i punti del 
piano e quelli delia quadrica , cioè i tetragoni piani che hanno tre vertici Assi 
A , B , C corrispondono univocamente ai punti del paraboloide. 

Se invece nel tetragono piano ABCD sono date due coppie di lati opposti 
per es. a, Q Pi, a^ q p^^ e si fanno variare i due lati a^ e p^ della terza coppia, 
allora riguardando a^^ e p^^ come le coordinate cartesiane dei punti del piano, 
l'equazione (I) rappresenta una curva del 3^ ordine, e si avrà una corrispondenza 
univoca tra i punti di questa curva e i tetragoni di cui sono date due coppie di 
lati opposti. 

Le due serie precedenti di tetragoni piani possono quindi essere studiate per 
mezzo di una superflcie ed una curva particolari, e poiché le equazioni di questi 
luoghi geometrici possono essere poste sotto diverse forme , cosi si potrebbero 
ottenere altri modi di scrivere la solita relazione (t). 

8. Termino col risolvere qualche questione, basandomi sulle relazioni pre- 
cedenti. 

Siano A , B , C ì centri di 3 cerchi posti in uno stesso piano ; f i > f % , r, i 
loro raggi; a, = BC, ajj = CA; 03 = AB le distanze due a due dei loro centri. Hi 
propongo di calcolare , in funzione dei 6 elementi a,- e r^ , il valore p* delia po- 
tenza, rispetto a ciascuno di essi, del loro centro radicale D. Posto : 

DA = Pi , DB = p, ; DC-.P3. 
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fio, qualunque sia il segno della potenza p* (Cfr. Baltzer Pian. § 14, 3): 

p« = p,*-r,» ; p« = p,«-r,* ; p» = p,»-r,» 
d' onde 

p,» = r,* + p» ; Pt* = r,» + p* ; p,* = r,*i-p». 

Tra le 6 distanze a, e P| dovendo aver luogo la (1) , si avrà : 

(a,« + r.» + p») [a^*{r^^ + p») -r a,*(r,* + p«) - o,«((r,« + p»)] 

+ (flt* + rj» + p*) [o,« (r,* + p») + a,* (r,« + p«) - a,* (r,» + p*)] 

+ (flj' + r,* + p*) [fl,* (r,* + p*) + o,* (r,* + p») - o,» (r,* + p*)] 

- lai»(rt*+p*)(r,*+p*)+o,*('*i*+p*)(r,»+p*) l-o,»(r,»+p*)(r,*+p*)+o,*at»a,*] = 

da cui ricavo : 

(-2) p« = z£(^iii) 

dove A indica l'area del triangolo ABC. 
Secondochè 

< 

/•(a, , r,) > , 



si ha 



P»$0; 



quindi nel 1^ caso il centro radicale è esterno ai tre cerchi, nel secondo interno 
a tutti e tre, e nel terzo i tre cerchi passano per uno stesso punto che è il centro 
radicale del sistema. Nel 1® caso il punto Dèi! centro del cerchio che taglia 
ortogonalmente i cerchi dati, e 



ne è il raggio ; mentre nel secondo caso il punto D è il centro d* un cerchio di 
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raggio 



Pi = 



4A 



tale che le sue corde d'intersezione con ciascuno dei cerchi dati sono tre dia- 
metri di esso. 

E poiché indicando con V il volume del tetraedro avente le tre coppie di spi- 
goli opposti aj e fj , ttj e r^ , o^ e r^ , si ha 

na|,r,)-l44VS 

cosi si IMO dire che il centro radicale è interno od esterno a tutti e tre i cerchi 
del sistema, secondochè il tetraedro suddetto è possibile, oppur no. Nel caso che 
sìa possibile, avendosi : 



4A " A • 

ne segue che l'altezza del tetraedro stesso, relativa alla base ABC, è uguale al 
raggio del cerchio precedentemente indicato con p|. 

La formula precedente (12) vale anche nel caso che qualcuno dei raggi r^yr^^r^ 
sia nullo, e quindi da essa si può ad es. ricavare il raggio del cerchio che passa 
per un punto dato e taglia ortogonalmente due cerchi dati, o quello d'un cerchio 
che passa per due punti dati e taglia ortogonalmente un cerchio dato. 

Se r, = fa = r, = , essa dà il raggio del cerchio passante pei tre punti A,B,C ; 
e invero in tal caso si ricava : 

p--4r"- 

11 valore della potenza p* diventa indeterminato se insieme si ha 

f(a.<,r,) = ; A = 0. 

Prendendo per la /'(o^ , r^) la forma (G) e notando che essendo A = , si ha 
Oi + 01 + as = 0, si trova in tal caso che si deve anche avere 

«I ''i* + Oi ^t* + «a ^3* + 0| 0, a, = , 

e si ottiene cosi la condizione necessaria (e manifestamente anche sufficiente) af- 
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finché tre cerchi, i cui centri sono in linea retta, formino un fascio (Cfr. Balt- 
zer Planim. § 14 , 9). 

9. Tra le altre questioni alla cui risoluzione può essere vanlaggiosamente ap- 
plicata la relazione (1) , noto le seguenti : 

a) Trovare il raggio di un cerchio tale che le corde d'intersezione di esso 
con tre cerchi dati sieno tre diametri di questi ultimi. 

Sieno A , B , C i centri ; fi , ft , r, i raggi dei cerchi dati , e si ponga 

a, = BC ; a, = CA , a3 = AB. 

Detto D il centro, R il raggio del cerchio richiesto, e posto 

Pi = DA , Pt = DB , Ps = DO, 
si ha 

P4« = R»-r.« , p,« = R«-r,« , p,'=^B}^r,\ 

La relazione (1) tra le a^ e p^ conduce ad un'equazione di primo grado in R^. 

b) Trovare le distanze di un punto dai vertici di un triangolo ABC, sapendo 
che esse sono proporzionali a 3 segmenti dati p^' , p^' , Ps'- 

Posto 

a, = BC , at = CA , 03 = AB 

e dette Pi , Pi , p» le distanze richieste, si ha 

Pl = WPi' . P2 = WIP2' » P8 = wiPs'- 

La relazione tra le a^ e p^ conduce ad un'equazione biquadratica per la de- 
terminazione del rapporto m. 

e) Trovare i lati di un triangolo simile ad uno dato e che abbia i vertici. 
su tre cerchi concentrici. 

Sieno Pi ) Pi » Ps i raggi dei 8 cerchi dati ; a/ . a^' , a^' i lati del triangolo 
dato ; indicando con ai , a^ . a, quelli del richiesto, si ha : 

0| = ma/ ; a^^ma^' ; a^^ma^'. 

La relazione tra le a< e Pi conduce ad un'equazione di S^' grado in mK 
voL, XXXI, 29 
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d) Trovare il raggio d*un cerchio che tocchi 3 cerchi dati. 
Siene A , B , C i centri ; Tì ^r^.r^ ì raggi dei cerchi dati, e si ponga 

a, = BC , Oj = CA , 03 = AB. 

Detto D il centro, R il raggio del cerchio richiesto e supposto che questo tocchi 
esternamente i cerchi dati, si deve avere 

(ò) p, = DA = R + r| ; Pt = DB = R + r, ; p3 = DC = R + r3. 

La relazione tra le a^ e Pi conduce ad un*equazione di 2® grado in R. 

Se si vuole il raggio del cerchio che tocca esternamente qualcuno dei cerchi 
dati e internamente 1 rimanenti, non si dovrà far altro che eambiare nelle (6) i 
segni ai raggi di quei cerchi che debbono essere toccati internamente. 

Fermo 22 Ottobre 1893. 
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ESTRATTO DI UNA LETTERA 

DEL 

S i g. E. C A T A L A N 

al Direttore del Giornale. 



J*ai re^u avant hier , par H. Hansion , le numero de mai-juin de votre in- 
téressant Journal. J* y trouve , en particulier , la démonstration d* une formule 
sur les nombres polygonauxt par M. Musso. A mon avis , cette démonstration 
est beaucoup irop longue. En toIcì une autre. 

Représentons par P^^^ (•) le n»*"^ nombre polygonal, de la elasse g — 1 (••). 
II faut demontrer qua 

P|.,,= P«,8 + (9-3)P„.,,, (Ai 

D'après Legendre 

Cotte formule generale, facile a établir» donne 

_ n(n + l) 
etc. 



(*) Au lieu de P„^, ce qui est peu clair. 
*(**) Les nombres natnrels 1 » 2 , 3 , ... , n constituent la première classe; les 
nombres triangulaires la deuxième classe , etc. 
(••*) Thóorie des nombres, tome 2 , p. 217. 
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Doac i'égalité (A) est 



"-^> (« -21 + » = !^ti) ^. (, . 3) <!L-^ 



ou , poor abréger : 

kq + B = h.'q + B'. 



Or; 



^^n(n 1) ^ B = n-n(»-1) = -»» + 2n, 



,_ n-l)n_ 
- 2 -A 

etc. 

Je voulais aussi, Honsieur, vous soumettre quelques remarques toucbant la 
Note de H. Lerch; mais le temps me manque. Permettez inoi , seulement, de 
Tous faire observer que la formule (supposée exacte) resuite de ceci : 

(1^) Lr(x) + Lr(y) = L[r(a5)r(2/)]; 

(2^) L r(x) = (ac --) Lx - X + ^ L(2ic) + C3(x) 



e*'''- 1 ® X 



C3(x) étant la fonction de Biuct (*). 

Liège 4 décembre 1893. 



(*) Becherches sor la constante et sur les intégrales ealériennes (Académie 
de Saint Pétersbonrg 1883). 
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SULLE SUPERFICIE DI RIEMANN 

CON DATI PONTI DI DIRAMAZIONE 
MEMORIA 

DI 

A. H U R W I T Z 

(m Zurigo) 

VERSIONE ITALIANA DI ALBERTO BRAMBILLA 

con note dell'Autore. 



Dai Malh. Annalen , voi. 39. 



Ho appena bisogno di porre in rilievo Timportanza fondamentale dei mio tema 
per la teoria Rieraanniana delle funzioni algebriche. Tuttavia, questa teoria ha per 
punto di partenza le superficie di Rie man n costruite graficamente sul piano della 
variabile complessa, e soltanto più tardi si passano ad esaminare le funzioni, che 
da questa superficie vengono determinate. 

Il problema qui trattato, anche in lavori che si rannodano a Riemann, è 
stato in molte maniere in parte sfiorato, ed in parte — ma per casi molto parti- 
colari — e^mmato profondamente. Devo citare prima di tutti i lavori di J. Tho- 
m a e y specialmente la Memoria a Beilrag zur Tlieorle der AbeVschen Funclionen » 
comparsa nel voi. 75 del Giornale di Creile, nella quale si fa vedere minuta- 
mente come la superficie Riemanniana medesima possa assumere le forme più 
varie cambiando i tagli di diramazione, e come, per un giro completo di uno dei 
punti di diramazione , la superficie possa anche cambiarsi in un* altra essenzial- 
mente diversa. Del caso particolare della superficie a tre fogli tratta la Disserta- 
zione di H. Kasten (Gottingen , 1816). In essa, il numero delie superficie essen- 
zialmente distinte a tre fogli con n dati punti di diramazione ascende ad ó(3*'^-I); 
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accade però il fatto strano, che TAutore ritiene questo numero soltanto come un 
limite superiore del numero da determinarsi. 

Inoltre devo citare i lavori dì F. Klein sulla trasformazione delle funzioni el- 
littiche (•), le Memorie, che a quelli si riconnettono, di W. Dyck sopra la costru- 
zione e la disamina dei gruppi e delle irrazionalità per superlicie Riemannìane re- 
golari (**), come pure lo scritto di F. Klein a Veber Rieviann's Tkeorie der al- 
gehraischen Funciionen nnd ihrer Integrale » (Leipzig, 1882), in cui fu toccato, 
a pag. 64, il problema di costruire tutte le superficie di Riemann con dati punti 
di diramazione. 

I rimanenti lavori, a me noti, che trattano il presente tema o stanno con esso 
in più meno stretta connessione, sono i seguenti : 

I. Liirot. « Noie iiber Verzweigungsschnille und Querscnille in einer Rie- 
mann'schen Flàche » Math. Ann. , Bd. 4. 

A. Clebsch. « Zur Tkeorie der Bìemann'sc/ien Flàchen » ib. . Bd. 6. 

A. Kneser. a Zur Theorie der algebraischen Functionen » ib.,B(I. 29 (*•*)• 

D. Hilbert. « Veber binare Formen mil vorgeschricbencr Discriminanle j» 
ib. , Bd. 31. 

L. Schlesingcr. a Zur Ttieorie der Fuchs'schen Funciionen t» Crelle's Jour- 
nal, Bd. 105 (••••;. 

Ora , se è cosi stato sQorato il problema di 
a Ricercare la toialild delle superficie Biemanniane ad n fogli , le quali 
sono diramale in modo prestabilito in w dati posti » , 

sembra che esso , tuttavia, non sia stato trattato finora nella sua generalità. 
Rispetto a ciò la maggior fiarte dei risultati a cui sono pervenuto dovrebbero 
esser nuovi. Frattanto, mentre mi occupo deiresposìzione di questi risultati, devo 
pregare anticipatamente di indulgenza il lettore. Perchè, sebbene per lungo tempo 
io mi sia occupato molto profondamente dell'argomento, ancora non mi 6 riuscito 
di portare in ogni caso al termine desiderabile i problemi, che mi si presenta- 
rono. Le questioni, alle quali più particolarmente ho rivolta la mia attenzione, 
sono le seguenti : 



(*) Cfr. specialmente : a Ueber die Transformaiion elfter Ordnung der elUptischen 
Funciionen n Math. Annalen, Bd. 15, pag. i>33 e seguenti. 

(**) InaugaralDissertation, Miiachen, 1879 e Math. Ann., Bi. 17, pag. 473 e 
seguenti. 

(*•*) Cfr. a pag. 180. 

(•***) Cfr. a pag. 185 e pag. 194. Le osservazioni che vi sono esposte sono però 
inesatte, perchè esse hanno per base il presupposto che le superficie Biemanniane 
contemplate dall'Autore siano determinate univocamente dui loro punti di diramazione. 
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I) Quar è il numero N delle supfTflcie Rieinannianc ad n fogli , che sono 
diramate in to posti dati ? 

II) Quar è il gruppo delle equazioni algebriche di grado N da cui dipende 
la determinazione di quelle superficie ? 

Ili) Quante sono le radici reali di questa equazione, e quante le coppie di 
radici imaginarie coniugato , nell' ipotesi che i w punti di diramazione siano in 
parte reali, in parte imaginari a coppie coniugate ? 

IV) Quali sono, nei casi più semplici, le funzioni algebriche, che definiscono 
le N superficie Riemannìane ? 

Aggiungerò più lardi, in luogo opportuno, le determinazioni più prossime di 
questi quesiti, che senza di ciò resterebbero in parte indeterminati. A questi que- 
siti corrispondono ordinatamente le prime quattro parti della Memoria. Nella 
quinta parte io tratto , colla massima brevità , di una generalizzazione ovvia del 
presente problema. 

PARTE PRIMA 

DETEBUINAZIONI DI NUMERO. 



5« . . 

Introduzione della superfloie Riemanniana. 

Era essenziale per le mie ricerche di considerare la superficie Rìemanniana 
come una forma definita in modo puramente topologico, quindi affatto indipendente 
dalle funzioni che vi si distendono sopra. 

Corrispondentemente a questo modo di vedere, le soluzioni del problema di 
determinare le superficie Ricmanniane, che posseggono dati punti di diramazione, 
sono forme topologiche e non sono quantità numeriche. Esse mutansi in queste, 
solo quando al posto delle superficie vengono introdotti come incognite quei va- 
lori numerici che caratterizz:u)o completamente le singole superficie. Ora io pongo 
la definizione della superficie di Riemann ad n fogli, che è diramata nei punti 
a, , 0} « . . ' . a*^ del piano E dei numeri complessi, nel seguente modo : 

Nel piano E si tirino da un qualunque punto ai punti ai , a^ , ... , Ow delle 
linee 

^1 f 'i f • • • > ' w > 
le quali non seghino sé stesse, né Tuna Taltra (fuor del punto 0). Lungo queste 
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linee si tagli il piano E , onde questo piano si muterà nel piano E*. II piano E* 
è limitato dai 2to orli dei tagli eseguiti. L'ordine di successione delle linee 
li , l^ j . . , y Iw sìsl scelto in guisa che, in un giro negativo intorno al punto , 
gli orli si succedano nell'ordine 

ti"^ ir h'^ /r . . . /to+ /io". C) 

Si depongano ora uno sull'altro n esemplari del piano E^ e si indichino, in 
una qualunque successione, come 1® , 2® , . . . , n™<» foglio. La superficie di Rie- 
mann nasco ora connettendo lungo i tagli /| , {2 « . . • » Ito gli n fogli Tuno al- 
Taltro nel seguente modo. A ciascuna linea 



'i > '« I ' • • > *« 



si coordini una sostituzione 



S| » Sj , . . . , S10 
di n elementi. Se , per es. , è 



(1 ,2 , . . • , n \ 
«1 > «1 f • • • • Oji / 



si connettano lungo il taglio l^ gli orli positivi dei fogli 1 , 2 , . . • , n rispetti- 
vamente coi negativi dei fogli a, , a^ , . . , a^, cosicché con un giro positivo in- 
torno al punto a^ in generale si perviene dal foglio i al foglio a^. 

Le sostituzioni S4 , S2 ) ... » S , che si sono scelte per produrre la super- 
ficie, devono soddisfare alle seguenti due condizioni 

I) Medianle le sostiiuzioni deve esser j)ossibile il passaggio da ogni eie* 
mento ad ogni allro. 

II) L insieme di tulle le sostiiuzioni deve produrre Videntità^ deve quindi 
essere 

0| O2 • • • btf = 1 • 

La prima condizione, che può anche essere enunciata cosi : il gruppo gene' 



(*) Nell'esecuzione di un taglio, l'orlo a sinistra del taglio riesce indicato come 
positivo. Finalmente chiamasi « negativo » un giro intomo ad un ^ unto nel senso 
degli indici dell'orologio. 
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« 

rato da S, , Sj , ... , Sw deve esser transitivo, ha per conseguenza che la super- 
fìcie costruita si connette a sé stessa. In conseguenza della seconda condizione , 
per un giro intorno al punto non si ha nessun scambio di fogli. 

Come si vede, secondo la deQnizione qui data, una superOcie di Rie man n 
è completamente determinata se noi diamo : 

1) I punti di diramazione a, , a, , . . . , ato. 

2) II punto e le linee ^ , f^ , • . . , l» uscenti di esso. 

3) La numerizzazione degli n fogli E*. 

4) Le sostituzioni 81,82, ••• , S«o coordinate alle linee l^ jìi j ... ^Iw 



§ 2. 

Confronto di superfloie Riemanniane— Coordinamento delle superfloie 

a sistemi di sostituzioni. 



Consideriamo ora due superficie di Riemann F ed F', che vogliamo sup- 
porre coincidenti nella condizione parziale (1) , cioè dotati dei medesimi punti di 
diramazione. Imaginiamo nel piano E un punto A diverso da questi punti di di- 
ramazione, e consideriamo i cammini W che incominciano e finiscono in A senza 
passare per alcun punto di diramazione. 

Ora se i fogli delle due superficie F ed F' si possono numerizzare in guisa 
che lungo ogni cammino W i fogli di una delle due superfìcie subiscano esat- 
tamente gli slessi scambi dei fogli dell'altra super ficiey le due superficie verranno 
riguardale come non diverse. In caso contrario le superficie si considerano 
come diverse. 

Si dimostra facilmente che due superficie . le quali secondo questa conven- 
zione si comportano come non diverse, si comportano pure come non diverse se 
al punto A si sostituisce un altro punto B qualunque. Inoltre risulta chiaramente 
dalla nostra convenzione, che si ottengono già tutte le superficie diverse coi punti 
di diramazione a^ , a^ , ... , atc, se delle condizioni di determinazione (1) , (2) , 
(3) , (1) si scelgono in tutti i modi soltanto le ultime , cioè le sostituzioni 
84,82, ... , Sw;, fissando una volta per sempre le rimanenti condizioni. 

Per conseguenza otterremo tutte le superficie Riemanniane coi punti di dira- 
mazione Oi , a^ > ... • au) determinando tutti i sistemi di W sostituzioni 

Sf > Sj , . • . , Su; :,»: 

che soddisfanno alle condizioni (I) e (II). 

VOL. XXXI, 30 
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A duo dJlTerenti di cotali sistemi 

b| » Sf 9 • • • , OW 

ed 

S'i , S', , . . . , S'w 

corrisponderà manifestamente una medesima superficie di Riemann, quando, e 
soltanto allora, siano i tre sistemi trasrormabili uno nell'altro ; cioè quando esista 
una sostituzione T talB^ che siano 

S,=TS'4T-« , Sj = TS'tT-« , . . . , S«, = TS'i»T-«. 

Perchè soltanto in questo caso, con un*opportuna numerizzazione dei fogli, si può 
ottenere che sopra ogni cammino chiuso passante per i fogli delle- due super- 
ficie subiscano i medesimi scambi. Noi riassumiamo queste consider?»zionì nel se- 
guente teorema : 

Se 8i fissano le linee 1| , l^ , ••• > Iw» che da un qualunque punto vanno 
ai punii a, , ai , ... , aw, le superficie Riemanniane coi punii di dirama^iione 
Ut , a^ , ... , aw sono univocamente coordinale ai sistemi di w sostituzioni 

S| » "t » • • • > ^*» 

soddisfacenti alle condizioni (I) e (II) del $ 1, dove tuttavia sono da riguardarsi 
come non diversi due sistemi trasformabili uno nelCaltro. 

In seguito io designerò le singole superficie F mediante il sistema delle so- 
stituzioni ad esse coordinate, quindi porremo 

F = ( S| I S| , • • . 9 Sic ). 

Se però fosse richiesto di far risaltare nella notazione le linee (| » I| , • . • , Iw. 
io scriverò 



(M ih f • • • f «w \ 



Secondo quando precede la superficie 

(8|' , S|' , • • . , Sto') 
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è ideoUca alla superficie 

(S| , S^ I • • • , S«0) 

quando esista, ed allora soltanto, una sostituzione T soddisfacente alle equazioni 
S,' = TSJ-^ , S,' = TS,T-« ♦ . . . , Sti,'=TStoT-«. 
Consideriamo una qualunque delle superficie ad n fogli 

(S| , 5^1 » • . • > Sto) 

coi punti di diramazione a, , a^ , . . • , aio. Evidentemente la sostituzione S{ dà 
subito il tt modo » della diramazione nel punto a^ , cioè la sostituzione lascia ri- 
conoscere senz'altro in quanti cicli si raggruppino in a^ i fogli, e quanti fogli con- 
netta ogni singolo ciclo. Per es. , il punto a^ sarà un punto di diramazione sem- 
plice, se la sostituzione S^ sarà una trasposizione, e soltanto allora. So quindi 
poniamo il problema di determinare tutte le superficie che nei punti a^,a^, ... ,au) 
sono diramate in modo prescritto, dobbiamo cercare tutti i sistemi di w sostituzioni 

0| , O2 , • • • > Sto 

soddisfacenti alle condizioni l) e II), dove per ciascuna sostituzione ò anche pre- 
scritto il numero dei cicli ed il numero degli elementi contenuti in ciascun ciclo. 
Dovendo, per es. , determinare tutte le superficie che nei to punti sono diramate 
semplicemente, noi dobbiamo costruire tutti i sistemi di w trasposizioni 

«f • f 2 » • • • , f «e , 

che soddisfanno alle condizioni I) e II) del § 1. 

Noi dobbiamo rivolgere anzitutto la nostra attenzione a questo caso , in cui 
tutti i punti di diramazione devono essere semplici , ed in proposito dobbiamo 
trattare della determinazione del numero di queste superficie. Secondo quanto pre- 
cede possiamo dire : 

/{ numero delle superficie Biemanniane ad n fogli con w dati punii di di- 
ramazione semplici coincide col numero delle soluzioni dclVequazione 

0) t, t,. • . t^ = l 

per mezzo di w Irasposizioni t, , t^ , • . . , tw formale con n clemenli e che per- 
mettano il passaggio da ogni elemento ad agni aìlro. 
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Due soluzioni dcH'equazìone (1), che siano trasformabili una neiraltra, devono, 
inoltre, riguardarsi come non diverse. 

S 3. 

Numero delle rappresentazioni di una sostituzione mediante un prodotto 

di w trasposizioni. 



II determinare il numero delle soluzioni della equazione (!) nella loro dipen- 
denza da ?i e k; è un problema molto complicato, e soltanto dopo molte ricerche 
infruttuose mi è riuscito di ottenere un risultato in qualche modo soddisfacente. 
Anzitutto mi occupo del seguente problema, che forse offre già in sé stesso un 
interesse : 

Si vuol sapere in quanti modi possa esprimersi una data soHliluzione S 
fra n elementi come prodotto di w trasposizioni. 

II numero cercato potrà indicarsi con 

[S]«,. 

In generale, indicando con 2 un sistema qualunque S, , S, , . • , S^ di quelle so- 
stituzioni, con [£]to non vogliamo intendere altro che la somma 

Dopo di che, [L]to significa il numero dei diversi sistemi di trasposizioni tiA^,...,tw 
che soddisfanno alla condizione che il prodotto /« /^ • • • ^io si trovi nel sistema £. 
Osserviamo subito che questo numero possiede le seguenti proprietà : 
In primo luogo è : 

[I],o=[t-*2;t]«,, 

quando T indichi una sostituzione arbitrariamente scelta e T~*2T quel sistema 
di sostituzioni che nasce da £ mediante la trasformazione di ogni singola sosti- 
tuzione con T. 

In secondo luogo, se 

. ^. , n(n— 1) ^ . . . . . , , 

mdicano le p«= r — trasposizioni prese in una successione qualunque, e 

ù 

(2) [S]w = [St,]^wi + [Si J,_i + . . . + [STp]«,_i 
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intendendo con li^ quel sistema di sostituzioni che nasce da £ moltiplicandone 
ogni sostituzione per i^. Consideriamo adesso un particolare sistema 21 : quello 
formato nel seguente modo. Decomponiamo il numero n in una somma di r nu- 
meri positivi : 

n = V, + Vj + . . . + V, , 
che ordiniamo per grandezza in guisa che sia 

v*>v«>Vs> • • • >^r > 0' 

Corrispondentemente a questo spezzamento separiamo gli n elementi , con cui 
formiamo le sostituzioni, in qualunque modo in r gruppi 

di cui il primo contiene v, elementi, il secondo v^ , ... , l'ultimo ne contiene v^. 
Indichiamo inoltre con 



il sistema di tutte le Vf ! sostituzioni che possono formarsi cogli elementi a,,a2,..Ma . 

Cosicché questo sistema deve ridursi alla identità se è V4 = l. Ognuna delle no- 
tazioni 

r* = r(Pi , p, , ... , p,^) — , r, = r(X, , x^ , . . . , x,^) 

possiede significato analogo. 

Finalmente indichiamo con S una qualunque delle n! sostituzioni che si pos- 
sono formare con tutti gli n elementi. 

Il sistema 2, che noi consideriamo, sia ora il sistema delle Vj! v^l ... v,.! so- 
stituzioni 

(Sr,r,...r,); 

per brevità diremo che il sistema (S r^ r, ... r,.) ed il numero [S r, r, ... r^]to a ap- 
partengono » allo spezzamento (v, , v, , . . . , v,.) del numero n. 
Ora, per la (2) , è 

(3) [SPiP, ... Trito = [sr^r, ... r,. t jto-i + . . . + [Sr^r, ... r,Tp]u>-i 
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Il secondo membro di questa equazione si può mettere in forma conveniente 
pel nostro scopo. 

Prendiamo anzitutto una trasformazione t formata con due elementi a , o con 
due elementi ^ , ... , o con due elementi X : ò evidente che il sistema 

(Sr,r, . . . r,T) 
conterrà esattamente le stesse sostituzioni del sistema 

(Sr.r, . , . r,). 

Queste trasposizioni i forniscono quindi al secondo membro della (3) il con- 
tributo 

dove, secondo l'uso, è scritto ( o y ♦ • • • P^^ ""^"^o — . • • • • 

Prendendo inoltre quei termini del secondo membro della (3) i quali corri- 
spondono alle trasposizioni 

essi danno complessivamente il contributo 

[Sr,r(a, , . . . , a, , pOTs • • • r,]«,-i - [S p, p, . . .r,]«-i, 



perchè le sostituzioni 



*i^ > Pi "^ > • • • > P| ^ I 



formano, nel loro insieme , il sistema P(a, ,... ,ay , ^,) diminuito del sistema 
r, =:P(af , . . . , a^^ ). In seguito a ciò le trasposizioni del tipo (a^) forniscono al 
secondo membro della (8) il contributo 

^i[Sr,p(a4, ... jtty^ ,p^p,.. .Pj,^]uH.i-vjsP4rj...pjw-i. 

Analogamente formiamo il contributo che forniscono le trasposizioni dei tipi 
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rispettiTamcnte , ed otteniamo in tal modo 

I tsr,r,...r,i«,=/'[Sr,r,...r,]«^i 



+ 2' [sr,r(«,p<)r,...r,]«^i+i; [sr,r(a,-ri)r,...r,]„_i+,..+s' [Sr^(a,x,)...r,_,]^i 



(*) 



+ h [sr^r(PY<)ri...r,j„^i+...+2,[sr^(p,x<)...r,_,]«^i 



+ sasr,r(e,x,)...r,.,i„_i, 



dove il {attore / ha il valore 
(5) /'=(!;) + (2*)+". + (2')-(^. + 2v, + 8v, + ... + rv,) + n. 

n significato dei rimanenti simboli usati nel secondo membro della (4) non 
richiede nessun maggior schiarimento. 

Del numero f diremo che « appartiene 9 allo spezzamento (v, , . . . , v,) del 
numero n. 

Ora, i singoli sistemi che entrano sotto i segni di somma nel secondo membro 
della (i) si ponno decomporre come segue. Consideriamo, per es. , il sistema 

(8r,r(a,p,)r,...r,): 
noi Io possiamo comporre coi seguenti sistemi : 

(sr(p, P„,)r(a,p,)r,...r,), 

(8-(p, W'r(p, , . . . , Pv,)r(a , p,)r, . . .r,) , 



(S (P, Pv.) -r (P, .... ?,,) r(a , p.) r, . . . r,) , 
ognuno dei quali appartiene allo spezzamento (v,+l , V|-l , v, « . . . , v,) di n. 
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Decomponendo in simil modo tutti i sistemi che entrano nella (4) sotto i segni 
di somma, noi riconosciamo che al secondo membre della medesima (4) si ottiene 
una somma di numeri appartenenti rispettivamente ai seguenti spezzamenti di n: 

(V|+l,v,-l,v,,...,v,) ; (Vj+l ,Vj,V3-l ,...,v^) ;...;(V4+1 , v^v, , ... , v^^l) 

(V, , v,+l , V5-I , ... , v^) ; . . . ; (v, , v^+l , v, , ... , v,-l) 



(v,,v,,v,,...,v,.4+l ,v,-l). 

Questi spezzamenti possono chiamarsi contigui allo spezzamento (v„v2,... ,v^). 
Si dimostra ora senza difficoltà che il nnmero f appartenente allo spezzamento 
(V| , V, , . . . , Vy) è più piccolo del corrispondente numero formato per un qualunque 
spezzamento contiguo {^). Quindi, se denotiamo con 

i numeri che appartengono agli spezzamenti contigui di (v, , v, , . . . , v,) , inoltre con 

quei numeri che appartengono ai contigui dei contigui , e cosi via , il numero / 
sarà più piccolo di ognuno di questi numeri A' 1 f2' > • • • j U" ? A" > • • • • 
Da ciò si riesce ora a concludere, che 

[S r, r. . . . rje. = or- + e/ (/"/)» + e,' (A'>" + . . . + e/' (/•/')«' + e," (/i")« + .. • 

dove le e , e,' , Cj' , • • • » e," , c^" , . . . denotano numeri razionali indipendenti da w. 
Supponiamo già dimostrato ciò per tutti gli spezzamenti contigui a (Vf.v^ ,..., v,.). 
Allora, in virtù della (4) sarà 

[S r, r, . . . r,]«, ^r.[ST,v,... r,]^i + s d,., (/*/*))«-* , 
dove i coefficienti d/^]^ indicano numeri razionali indipendenti dal numero to. 



Veggasi il.n.^ 1 deirAppendice, 
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Se in quest'equazione poniamo successivamcnto 

e combiniamo tutte le equazioni cosi ottenute, troviamo 

[sr,r, ..• rjtc =r«^- [sr.r, .,. r,]o +^2 d,,, | f^^ + f->-^ f/*) + ... + (A«)^-i }. 

Poiché f è diverso da ciascuno dei numeri /*/*> , la somma , che appare nel 
secondo membro, si può metter nella forma 

e con ciò otteniamo 

[S r, r^ . . . rj«, = cf^ + e/ (A')^ + e/ (U)^ +... 

dove le e , e/ , c^' 9 . . . indicano dei numeri razionali indipendenti da w. 

Per completare la dimostrazione bisogna mostrale ancora , che colla conti- 
nuata formazione degli spezzamenti contigui, si arriva finalmente ad uno spezza- 
mento per il quale vale il teorema da dimostrare. 

Ora nel passaggio da (V| , V2 , . . . , v,.) ad un altro spezzamento contiguo , 
uno degli r numeri v, , Vj^ , . . . , v^ viene aumentato di un'unità. Alla fine dovrà 
pervenirsi allo spezzamento, per il quale sono r=l e r|=n, il quale non pos- 
siede nessuno spezzamento contiguo. Per questo spezzamento si ha 






ed il corrispondente sistema (SFi) consta di tutte le ni sostituzioni. Ora» poiché 
ognuna delle f^ combinazioni 

l| '2 • • • ito 

di to trasposizioni appartiene al sistema (SPi), cosi è in questo caso 

[sr,]«, = p, 

con che la dimostrazione è finita. 

VOL. XXXI. 31 
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Applichiamo adesso il risultato ottenuto allo spezzamento 

n = 1 + 1 + . . . + 1 (r = n , V, = V, = . • . = v^ = I). 

Qu) il sistema [S F, Pt . • . V^] consta di una sostituzione S ; ed il numero 
[S r, r^ . . . T^]w è quello delle rappresentazioni di S come prodotto di w tra- 
sposizioni. 

Con che noi troviamo il seguente teorema, il quale risolve, fino ad un certo 
punto, il problema proposto : 

e II numero delle rappresenlazioni di una sosliluzione S di n elementi come 
prodotto di w trasposizioni è eguale a 

e, f|^ + e, ft^ + • • . + e» f»w , 

dove i numeri e, , e, , • . . , e» , fi • fi * • • • » fjk non dipendono da w/ I numeri 
e, , Ct I • . • > C;k dipendono razionalmente dalla sostituzione S e dal numero n. 
Invece i numeri f« , f, , . • . , f;^ sono interi che dipendono esclusivamente da n , 
e S0710 formati nel seguente modo. Si supponga scomposto n in tutti i modi pos- 
sibili in somma di numeri interi positivi 

n = V| + V, + . . . + Vy , 

dove è supposto 

V|>v,>v,^ . . • >v, >0 , 

e si ponga 

I numeri f nascenti in questo modo sono appunto queUi sopra indiccM con 

I I • f 1 • • • » f* ®» 

Non mi è riuscito di caratterizzare più da vicino la dipendenza dei eoei&oientì 
C| 9 C2 , • • . , C]^ da n e dalla sostituzione S, sebbene gli sforzi miei in proposito 
mi lasciassero presumere una ,legge semplice di formazione dei medesimi coef- 
fidenti. 

Si dimostra facilmente che i numeri f% fft t • - • ifk (esclusi quelli che sono 
nulli) sono due a due eguali ed opposti. 

Questa circostanza si poteva anche dedurre dal fatto, che una data sostitu- 
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zione S è rappresentabile, o soltanto mediante un uunsero pari, o soltanto con un 
numero dispari di trasposizioni. 



§4. 



Numero delle superficie di Riemann ad n fogli con w dati punti 
di diramazione semplici* 



Indichiamo con 

il numero delle soluzioni dell* equazione 

(1) /i^i- . . fw^i 

mediante w trasposizioni r^ , /^ , . . . , t^ formato con n elementi. 

Questo numero, secondo il paragrafo precedente, si rappresenta nella forma 

(2) fiw I n) = c,{n) l A(n)]- + c,(n) [ f^{n)]^ + . . . + Cj,in) [ fMr t 
oTYero , più brevemente 

(20 f(w|n) = Sc(n).[r(n)l-, 

doTe, per maggior chiarezza, abbiamo designato i numeri 

C| y C| y • • . , Cj^ > M > a > • • • 1 /* > 

dipendenti soltanto da n , coi simboli 

c,(n) , ej(n) , . . . , c^(n) , f^{n) , f^in) , . . • ,%(n). 

Si può inoltre indicare con 

9(w|n) 

il numero dei sistemi di trasposizioni^ che soddisfanno aircquazione (i) e permot- 
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tono nd un tempo il passaggio da ciascuno degli n elementi a ciascun altro. In 
forza della conclusione del § 2 è allora 

"" n! 

il numero delle superflcie Riemanniane ad n fogli con v? dati punti di dirama- 
zione semplice, escludendo il caso volgare di n=2, in cui è 

n! 

Poiché n > 2, i (p(w I n) sistemi di trasposizioni /^ , f^ ,...,/«, si dividono ,in 
gruppi, ciascuno di n! sistemi trasformabili uno nell'altro, ed i n! sistemi di un 
gruppo forniscono tutti una medesima superflcie Riemanniana. 

Vogliamo ora esprimere il numero 9(w|n) mediante il numero f{w\n) a 
noi già noto. 

A questo scopo spezziamo il numero f(w\n) in sommandi separando gli 
fiw I n) sistemi t« , ^2 , . . . , /to in classi. Separiamo cioè gli n elementi in un 
.qualunque modo in gruppi 

G = a, , • • . , a„ , 

' o 

VT^ = 6| , . . • , ò^j , 

Uj = Cj , . . . , c^ , 



W ^^ ^1 » • • • > ^ti » 

rispettivamente di no , n, , n, , . . . , n,. elementi, dove, quindi, è 

«o + n^ + n^ 4- . . . -{-n^^Uy 

e coordiniamo ai gruppi 6, , Gj , . . . , G,. rispettivamente r numeri qualunque 
W| , W2 , . . • , Wy. , che soddisfacciano alla condizione 
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I numeri r?, , 7?^ , . . . , n, devono tutti esser maggiori di 1 ed il numero r?o<0. 
Contiamo ora in una classe tutti quelli degli f{w \ n) sistemi (t^ /| . . . /») che 
non contengono gli elementi at j a^ ^ a^, . , . , a^ . mentre W( delle trasposizioni 

/f > 'i f • • • 9 ^to mettono in relazione gli elementi ò, , • . . , 6^ , Wj delle traspo- 
sizioni gli elementi e, , . ; • , c^, e cosi via, w^ delle trasposizioni gli elementi 
I4 , . . . , l^^. 

Il numero dei sistemi di trasposizioni (^ , ^2 , . . . , tu,) contenuti in una classe 
ascende, come si riconosce facilmente, a 

w| • Wf • • • • w^ ; 

Addizionando adesso rispetto a tutto le classi, si ottiene 

dove la sommazione è da estendersi a tutte le soluzioni delle equazioni 
Wq + T?! + n, + . . . + n,. = n , 



(4) 



/rio > , n, > 1 , ?i2 > 1 , . . . , n,. > 1 , r > 0\ 
> tTj > , IT, > , . . . , IT, > / 



Ora Tequazione fondamentale (3) si può invertire (*)• E precisamente si trova : 

(5) (f{w\n) = Yi-if"^^''^ /^"1_JL! — —^1 — nw,\n,)...r{w,\nr), 

dove la sommatoria va parimenti estesa alle soluzioni delle equazioni (4). Poniamo 
ora per /"(«^ilwi) , . . . jAt^rl^r) '^ ^^^^ espressioni secondo l'equazione (2'), e 



(•) Veggasi il n.® 2 dell'Appendice. 
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sommiamo quindi rispetto a w^ ,w^y . . . ^tc^^ rimanendo fissi r , rio , 7ì| »... , yi^. 
Nell'eseguimento di questa sommazione si osservi che k^^ , fc^t • * • * > ^r ^^°^ ^^* 
soggettati alle condizioni t^i > , k;^ > , . . . , «?^ > o e «?» + k;^ + . . . + w, = w , 
e si ha da tener conto dell'identità facilmente verificabile 

dove è posto 8 = aj| 4-aj, + ... + »,., e gli indici <,&,.. devono percorrere i valori 

1 , 2 , . . . , r (•)• 

L'equazione (5) prende allora la forma 

(5') <P(f(^|n) = 2:C^^,«^,...,^^{r(«i) + r(nt)+... + Ar»,)| 

dove i coefficienti G^ ^ ^ ^ ^ sono numeri razionali indipendenti da te , e gli in- 
dici di sommatoria ni , . • • , n^ sono assoggettati alle condizioni 

Tii + n, + . . . + w, < n ; n, > 1 , n, > ! , . . . , w,. > 1. 

Dei diversi numeri f(ri|) i più grandi in valor assoluto sono ^ — e + -^ — , 

come risulta dai paragrafi precedenti. Segue da ciò che i valori massimi in gran- 
dezza assoluta delFespressione 

che si presenta sotto il segno di somma nella (5') , si hanno per r =: 1 ed rii = n 
e sono 

n(n-l) ^ . u(n- 1) 
T~ ® "*• 2 • 

Per conseguenza il numero <f{w\n) si esprime nella forma 



(6) 9(u?|n)= 2, ^«^ 

dove i coefficienti C^ dipendono da n , ma non da w 



(•) Veggasi il n.® 3 dell* Appendice. 
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Il numero (t(w\n) deve annullarsi quando sia w un numero dispari, perchè 
il nunaero dei punti di diramazione è necessariamente pari. Quindi sarà 0.^ = 0^. 
Avuto riguardo a ciò, noi possiamo enunciare il segujBnte teorema : 

Il numero N delle superficie RUmanniane ad n foglia che posseggono w dali 
punti di diramazione semplici, si può rappresentare nella forma 

N = c,>l« + c,-2^ + C3>3^ + - . ■ 4- c.(n-.)> (^^^l^y 



dove i coefficienti e, , Ci» • . . , Cnin-i) ^^^^ numeri razionali dipendenti esclu- 

sivamenie da n. 

Dì questi coefficienti e» , e» , . . . , c«(^.|) possono aver valore diverso da zero 

soltanto quelli i cui indici sono esprimibili nella forma 

Ant) + r(n,) + ...+f(n,). 

S 5. 

I oasi di n = 3 , 4 y 5 , 6 oome esempi. 



Per I casi di n = 3 , 4 , S , 6 ho eseguito la determinazione dei coefficienti 
C( , C| , . • • e ne raccolgo qui i risultati. Premetto l'elenco dei valori dei numeri 
fin) ed f{iff I n) per i medesimi casi. 



n : 




Il 


numeri f(n)'. 






2 


1 , 


-1, 








3 


3. 


, 


-3, 






4 


6, 


2. 


0, -2, -6 , 






S 


10, 


5 , 


2, 0,-2,-5,-10, 






6 


•5. 


0, 


5, 3, 0,-3,-5. 


-0, 


-15. 
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Se il numero f{w\n) indica in quanti modi può esser rappresentata l'identità 
come prodotto di w trasposizioni fra n elementi, allora si ha 



per n= 



fiw'in) = 



1 -«) 



1 ftW 3 -M» 



60 '" ^15 * +12^ 



360*^ +12^ +40*^ ■*'T2*^ 



Il numero JV delle superficie Ricmanniane ad n fogli, le quali in w posti dati 
sono diramate semplicemente, ascende a 



per r» = 


N = 


2 


1 , 


3 




4 


2-88'« -T8-« -k'' +l = ri(2 -4)(3 -3) 


S 


7200''" 288 *" '450'* 12'* +18*^ ^ii'^ 9' 


6 


2(360)* 7200 " ' 2(72)* 2(24}» "^2(86)» 

1 gM» , 1 ,u; 10 ,«; 19 „w . 727 
360'^ +36'* "324'^ 144'^ ■^1152- 
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In queste tabelle la w denota un numero pari positivo qualunque. 

§ 6. 
Determinazione del numero f(k^ , fc, , . . . , ftp). 



Il genere p di una superDcie Riemanniana ad n fogli, le cui diramazioni siano 
equivalenti a W punti di diramazione semplici, è determinato, come è noto , dal- 
r equazione 

2p + 2n-2 = lF. 

Se i w punti di diramazione sono tutti semplici, sarà W=w. Ora, poiché il genere 
non può diventar negativo, dovrà il numero iV annullarsi per T9=2, 4,6,..., 2n—i; 
e per U7 = 2n-2, sarà JV il numero delie superOcie Riemanniane ad n fogli di ge- 
nere 2cro con dati punti di diramazione semplici. L* ultimo numero può essere de- 
terminato per altra vìa direttamente. A tale scopo trattiamo anzitutto il seguente 
problema : 

« È data la soMluzione S fra n elementi, c/ie, decomposta in cicli, può espri- 
mersi con 

S = (a,...a^)(b|...b^^)... (1, ...1^) = C, ... Cp. 

Si cerca il numero 

f (/ti , ... , ftp) 

di sistemi di n + p-2 trasposizioni t| , ... ,tn4.p.t, cAe soddisfanno alla condi- 
zione 

(1) Stjtj ••• t„^p_2 = 1 

e che permellono inoUrCj insieme alla sosliluzione S, un passaggio da ciascuno 
degli n clemen(ì a ciascun altro »• 
Indichiamo con 

"^^ > ^1 > • • • > ^M • • • 

le 5 — " trasposizioni e coordiniamo il sistema 

UU • • • ^J+p-2 

VOL . xixi. r32 
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alla trasposizione t^ , se è /| = Tj. Ad una determinata trasposizione t^ sono quindi 
coordinati tanti sistemi quante sono le soluzioni dell'equazione 

(2) (S^V«^...Wp-i = l 

soddisfacenti alla condizione che sia possibile un passaggio da ogni elemento ad 
ogni altro. 

Se ^(T{) indica il numero di queste soluzioni è, chiaramente 

(3) aK . fcf • . . . . ^p) = *(Tt) + 4/(T,) + . . . + 4;(x<) + . . . 

Sia ora dapprima t^ una trasposizione, la quale connetta elementi di cicli diversi 
di S, per es. sia T| = {a^bi). Allora sarà 

(S^^) = (a, . . . a^^b, . . . b^) ...(/,... Ij^^) , 

e r equazione (-2) avrà perciò f{k^ -^k^ . h^ , ... , A-p) soluzioni. Di qui si intravede, 
che le trasposizioni, le quali connettono elementi di cicli diversi di S, forniscono 
al secondo membro dell* equazione (3) il contributo 

= Lk^kff\hi + Aj > fra I .•• j kp) f 

dove la sommatoria è da estendersi a tutte le combinazioni dei numeri fc, ,ftt » ••• ^p 
a due a due. 

In secondo luogo» sia t^ una trasposizione che collega elementi di un mede- 
simo ciclo di S, sia per es. Tj = (a«a|.^.,). Allora sarà 

(Sr<) = (a, . . . a,){a\ . . . a\)(b, . . . 5^^) . . . (^ . . . l^ ) , =0/0/'0,- Cp 
dove» per maggior chiarezza, si è scritto a'i , ... , a\ in luogo di a^+t j ... a. . 

Ut 

Qual'ò ora il numero 4'('^») delle soluzioni della (2), sotto la condizione che 
le sostituzioni 

S , («iClm.,) = T< , f 1 , . . . , 'v+p-t 
permettano un passaggio da ogni elemento a ciascun altro? Osserviamo anzitutto 
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clic in ogni caso non è più possibile tuie passaggio niCilinntc il sistemii 

Perchè altrimenti noi potevamo produrre, conformemente a questo sistema , una 
superficie ad n fogli con 

(r -' I) + (s - 1) + (fcj - 1) + . . . + (&p - 1) + n + p - 3 = 2n - 4 

punti semplici di diramazione» e quindi di genere - 1. 

Ha siccome mediante il sistema (4) deve essere certamente possibile un pas- 
saggio da ciascun elemento 

' * ' * * ifc »•••»'!»•••»**. 

ad un elemento a ad un elemento a\ cosi gli elementi si separano in due gruppi 
soltanto vicendevolmente connessi. In un gruppo si trovano gli elementi a^ , ... a^ , 
nell'altro gli elementi a', , . . . a'^. 

Uediante il sistema (4} quindi si connetteranno da un lato gli clementi dei cicli 

C'i ,c ,c ,c ,...,c 

*l *i *i *x 

tra loro, e dall'altro lato si connettano tra loro gli elementi dei cicli 

Pi Pt Pv, 

In corrispondenza a ciò l' equazione (2) si scinde nelle due equazioni 
(C'iC ... C )l\l't , ... , l'a=J» 



(5) 



(C'\C ... C )IV. , ...» t"T=t. 
Pi P^ 



dove i'i , « 1 , • . . , /'o e /"| , l"i , , . . , i"x designano rispettivamente quelle, 
tra le sostituzioni /^ , /j , . . . , /n+p-i» che collegano gli clementi dei cicli 
C'i , C , . . . , C C", , C , . . . , C rispettivamente. Facilmente sì 

*l ^X Pi Pìf. 
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dimostra che devo essere 

. x = 8'\-h^ +. . . + k +PL-1 , 

^ Pi Py. 

poiché ogni altra ipotesi condurrebbe ad una superficie connessa di genere nega- 
tivo (•). Le equazioni (5) hanno rispettivamente /(r,& , ... , A ) ed f{8 ,k ,...,& ) 

*i *X fii ^y. 

soluzioni, e quindi esistono 

f{r ,k ... ,k ) f{8 ,k ... ,k ) 

sistemi ('i , . . . , Cq , l'\ ^ . . . , t"r , che soddisfanno alle equazioni (5). 
Ora, da ciascuno di questi sistemi possono essere formate esattamente 

(n + p - 3) ! 

o! Ti 

soluzioni dell' equazione (2). Possiamo cioè identificare o trasposizioni qualunque 

V ' ^" . ••• » ^^(a) (a'<a"<...<at^)) 

con 

«'1 > *i » ... » to» 

dopo di che le rimanenti trasposizioni (, neir ordine di successione che posseggono, 

nel complesso /» , ^s , ... , ^+p-8 sono da identificare con V\ . V\ , ... , «/'• 

Per conseguenza il numero ^{li) per T< = (a4a,.^,) , è espresso dalla somma 

dove la sommatoria si riferisce a tutti gli spezzamenti di 

^1 > "^i > • • • > ^p 
in due gruppi k^ , ... , &^ e k^ , ... , A:. . Il numero s è eguale a A:| — r, ì nu- 



(*) Vegga.9i il n,® 4 dell' appendice. 
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meri a e T hanno i valori (6). È da osservare, che nelle separazioni in gruppi, si 
devono considerare anche quelle, in cui in uno dei gruppi non vi è nessun numero 
^t» •-• )^p ^ coiraltro sono inclusi tutti questi numeri. 

Inoltre al simbolo insignificativo fi\) è da attribuirsi il valore 1. Il numero 
4^(1 {) possiede manifestamente il medesimo valore (1) anche per ciascuna delle 
ipotesi 

T^ = (flt , a,.+2) , T^ = (a, , 0^+3) , • . . , 

cosicché le trasposizioni, che collegano due elementi a, forniscono al secondo mem- 
bro della (3) il contributo 

Qui il fattor ^ compensa il fatto che ogni trasposizione (aia^) è contata due volte, 

cioè una volta come trasposizione (o^a^) e T altra come trasposizione (aya^). 

Dn contributo analogo forniscono ora le trasposizioni che collegano due ele- 
menti 6 , due elementi e, ecc. , cosìchò la equazione (3) assume la seguente 
forma : 

(8) f{k,,k^ A:p)=5]fc,fc,f (&,+&, , k, Ajp) + 2 1^« 2jA(^il^fv..,fep)- 



Partendo da questa formola (8), io sono condotto attraverso una penosa indu- 
zione alla congettura che sia 

ftfci^l , *2+l .fcp+1 

(9) mi.ftt V = ('^ + P~2)InP-».=i^-p/^*~- . . . y-^j^ 

(*! + *, + . . , +ftp = n). 

Per mostrare come si presenta questa congettura, basta far vedere che 1' e- 
quazione (8) è identicamente soddisfatta dal precedente valore di f{k^^h^ , ... , ftp). 
Poiché questa equazione permette il calcolo successivo del valore di /(fci «/c^, .-. .ftp)) 
partendo dal valor /*(!) = 1 , il quale è in accordo colla (9). 

Non starò qui ad esporre per disteso la dimostrazione, che ancor resterebbe 
a darsi, che 1* equazione (8) diventa un'identità colla sostituzioae (9) (*). In ori- 



(•) Veggasì il n.^ 5 deirAppendice. 
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gìnc mi ero servito a tal* uopo di alcune identità che lio pubblicato nello Zeitschrifi 
far Mathcmalik und Pliysik (*). Più tardi però ho riconosciuto che mediante al- 
cune altre identità si giunge più direttamente allo scopo. Credo che queste iden- 
tità possano qui trovar posto, perchè sono di natura semplice. 

Se u , t? , Xi • cct 9 •• • > ^p designano delle grandezze variabili, si ha 

I (u + a? +x + . . . 05 )^~* (t? + »^ + a?^ + . . . + a?, )*""* 

^1 «« '^X Pi Pi Pu. 



= (u + 1? + a?, + . . . + ajp)P-* (^ + ^) 



Z{u + a) , -hx +... + 05 )^"' (V + x_, + 0?^ + . . . + rtJ )»* 

«X Pi ?t Py, 



of, 



i 

= (M + t;+05j+052 + ... + ajp)**-- 

dove la sommatoria si riferisce a tutte le separazioni di oc, , as^ » • • • > a^p in due 
gruppi 05 , w , . . . , X ed 05^ , 05 , .... 05 . 

«t «1 «x Pi Pt P\f. 



Numeri per le euperfloie Riemanniane di genere zero. 



Ora è facile determinare il numero delle superficie Riemanniane ad n fogli e 
di genere aero^ le quali soddisfanno alle seguenti condizioni : 

1) I punti di diramazione devono esser dati tutti quanti. 

2) In tutti questi punti, uno eccettuato, la diramazione deve esser semplice. 

3) NelFultimo punto gli n fogli devono raggrupparsi in m, cicli di n^ fogli 
ciascuno, ìtì^ cicli di n^ fogli , . . . , m^ cicli di n^ fogli. 

Le superficie in discorso sono coordinate una ad una alle diverse soluzioni 
dell* equazione 

(1) S/.f, ... f„^p.,= 1, 



(•) Bd. 35 , p. 56. TJébf'r eintge Verallgemeinenungen der Leibniz' schen Diffe^ 
rentiationsformel und des poìynomisthen Salzes ». 
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dove S indica una sostituzione con m^ cicli di n^ elementi , m, di n^ » • • • > m 
di r»y e /f 9 ^1 } • • • 9 ^n+p-t denotano trasposizioni. 

Il numero p è eguale al numero totale dei cicli di S, quindi 

p = wii + w?2 4- . . . + m^ . 

Ora, esistono, come è noto , 

n! 



M = 






sostituzioni del carattere indicato, e quindi il numero delle soluzioni deirequazio- 
ne (1) sarà 

*"• Tyfiì ì ^i t • • • ì '^p) » 

dove, dei numeri h^,k^, ... , /5p , ne sono m, eguali ad n, , m, ad n, , ... , m^ ad n^. 
Ha siccome le soluzioni della (1) trasformabili una nell* altra noi le riguar- 
diamo come non diverse, cosi noi otteniamo (per ?i> 2) il numero cercato di su- 
perficie Riemannianò espresso da 

In particolare, ponendo v = 1 , Tr,s=n , fii = 1 , noi otteniamo il seguente ri- 
sultato (*) : 

Il numero deUe superficie Biemanniane di genere zero, che posseggono 2n-2 
punti semplici di diramazione dali^ ascende a 

(2n-2)! 
(n-1)! 

Nel solo caso di n^^-, questo numero è anche da moltiplicarsi per 2. 



(^) Il numero qui detcrminato indica, manifestamente, anche il numero dei fasci 

di forme binarie d'ordine n, che posseggono un dato discriminante. È interessante il 

confrontare con questo numero quello calcolato dai signori F. Meyer, Schubert 

Stephanos pei fasci di forme binarie d'ordine n con un dato determinante funzio- 

(2i* — 2) ' 

naie. L'ultimo numero è eguale a , ^ , , , . Si confronti anche un lavoro di Hil- 

(w — 1) ! »i ! 

bert nei Math. Ann. Bd. 83, p. 227. 
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PARTE SECONDA 



OBUFPI DI HONODBOHIB. 



§1. 

Gruppi A e B di monodromie. 



Noi vogliamo supporre che i punti a, , Oj , . . . , aio si mettano simultanea- 
mente in moto nel piano E dei numeri complessi e passino alla fine nelle nuove 
posizioni a', , a'2 » • • • 9 a m. Inoltre, il sistema di punti (a, , o^ , . . . , aw) deve 
però constare ^ in ogni stadio del movimento , di iv punti distinti. Se ora con- 
sideriamo una superficie Biemanniana F ad n fogli, la quale sia diramata nei punti 
Oi , a^ , . . . , a» 9 la medesima si cambierà continuamente col sistema di punti 
(a, , a, , . . . 9 ato), e sarà passata in una superficie determinata F', quando il si- 
stema di punti avrà raggiunta la posizione finale (a\ , a'^ , . . . , a w). 

Ora , nel caso che questa posizione finale coincida colla posiziono iniziale , 
nel caso cioè che i punti a', , a', « • • . , a'w in un ordine qualunque coincidono 
coi punti Gì , a2 , . . • , Oto , noi designeremo il movimento considerato come un 
a cammino chiuso ». Allora, se F| , F^ , . . . sono tutte le superficie Riemanniane 
ad n fogli coi punti di diramazione a, , aj , . . . , ato , le superficie F', , F', > • • • 
in cui le medesime si trasformano saranno identiche colle F, > F^ , • . . in un or- 
dine qualunque. Per conseguenza: 

A ciascun cammino chiuso del sistema di punii (ai , a^ > . . . 9 aw) corrisponde 
una determinala sostituzione 



/ Fi ) Fi » • • • \ 
\ F. . F, , . . . / 



delle superficie Riemanniane. 

Le sobtiluzioni @ , che corrispondono a tutti i possibili cammini chiusi for- 



Digitized by 



Google 



)( 281 )( 
mano un gruppo, che noi designiamo come 

Gruppo A di monodromia. 

Questo gruppo possiede una serie di sottogruppi , che si presenta immedia- 
tamente. Cioè, ad ogni cammino chiuso appartiene una sostituzione 



« 



a'j , a', , . . . , o!v>J 



dei vs punti Q^^Ox^ ... , a». Se ora consideriamo tutti i cammini le cui relative sosti- 
tuzioni 9 appartengono ad un determinato p/uppo 6 di permutazioni degli elementi 
C7f , o^ , ... , (Tic , le sostituzioni @ corrispondenti a questi cammini formeranno evi- 
dentemente un gruppo, il quale è contenuto nel gruppo A. Se il gruppo G di 
scambi consta di una sostituzione identica , ciò vuol dire , che noi consideriamo 
soltanto quei cammini chiusi, nei quali le posizioni finali (a\ , a'^ , ... , a'«;) coin- 
cidono anche nelFordine di successione colle posizioni iniziali, cosicché ogni punto 
Oi descrive per sé stesso un cammino chiuso. Noi chiameremo questi cammini 
a comp/eiomenfe c/iiusi ». Il gruppo delle permutazioni delle superficie Rieman- 
niane F, , F, , ... corrispondente ai cammini completamente chiusi si dirà 

Gruppo B di monodromia. 

Si riconosce senza difficoltà , che questo gruppo B è un sottogruppo ecce- 
zionale (•; (invariante) del gruppo A di monodromia. 

§ 2. 
D i I u o i d a z i o n e. 



Le considerazioni seguenti non sono, invero, necessarie per gli sviluppi ulte- 
riori, però sarà bene qui esporle, perchè esse sono opportune a facilitarne la in- 
tuizione. 

Tutte le possibili posizioni del sistema di punti (a, , .. , ai«) formano un con- 
tinuo R210 illimitatamente esteso in l\o dimensioni. I numeri complessi a^.a^y.^.^av) 



(•) Traduciamo così la parola ausgezeichnei , denominazione data ai sottogruppi 
che godono della proprietà di essere permutabili a tutte le sostituzioni del gruppo di 
cui fanno parte. Trad, 

voL. XXXI. 33 
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potranno esser riguardati come le coordinile del « pasto » (a, . a|i , . . , fl») di 
qu: sto continuo. 

Da ciascun posto noi possiamo ora dedurre, in generale, -m? ! — I nuovi posti 
colla p<!rinut;izione dellu coordinate. Però non 6 più cosi quanilo tra le coordinate 
del posto iniziale se ne trovino di eguali, qu;mdo cioè per questo poito un punto 
a^, almeno, coincida con un punto Of., perche allora si deducono meno diw!— l 
posti. Questi posti speciali, i quali sono caratterizzati dalTequazione 

JI(a<-«^) = » (i,&=l ,2,...,ir) 
i>k 

formano un continuo a 2ii; - 2 dimensioni V2to-2 , che, per riguardo al significato 
che possiede nelle nostre considerazioni, potrà chiamarsi a varietà di diramazio- 
ne ». La varietà di diramazione non divi'le il continuo R210 in pezzi, perchè essa 
possiede un numero di dimensioni inferiore di due unità a quello di questo contìnuo. 

Del resto la varietà di diramazione si scinde nelle singole varietà 

r/j — a, = , tta - a, = , . . . , «m; — Ow^\ = 0. 

Ora. un a cammino chiuso » altro non è , manifestamente, che un cammino 
scorrente nel continuo R?^, il qunlo, evitando la varietà Vsi©— 2 , esce da un posto 
(a, , «2» ... , r7«,) per ritornare ail esso, per terminare in uno dei tol — l posti 
deilotti. Nel primo caso noi abbiamo a fare con un cammino « completamente » 
chiuso. 

.Adesso, sia N il numero delle superficie Riemanniane ad n fogli diramate in 
w dati posti, e si imaginino N esemplari fra loro coincidenti del continuo Rg». 
Delle N superficie ne coincidono tra loro due più solamente quando il posto 
(a, , .. , Qto) si fa entrare nella varietà di diramazione V2to-2 . Corrispondentemente 
a questa circostanza , gli N esemplari si connetteranno tra loro lungo certi 
spazi di passaggio collocali attraverso V2W-2 , con che nasce uno spazio Rìeman- 
niano a 2w dimensioni disteso sul continuo R2m7. ai cui posti la totalità delle 
superficie ad n fogli con w punti di diramazione viene riferita con univocità. Il 
gruppo di monodromia di ques'to spazio Riemanniano non è altro, evidentemente, 
che il gruppo B di monotlromia. 

Anche il gruppo A di monodromia si può interpretare in modo corrispondente. 

Si ha allora da considerare , in luogo del continuo W^uf « un altro continuo listo, 
i cui singoli posti posseggono per coordinate le funzioni simmetriche elementari 
dei numeri a^ , n^ , ... , oto. 

Dai seguenti sviluppi risulterà , che , generalmente parlando , lo spazio Rie 
manniano , sovra citato , non consta di un sol pezzo, ma si decompone, in più 
spazi Ricinanniani difTcrenti. 
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§3. 



Cambiamento delle superfìcie Riemanniane per un cammino 
descritto dai punti dì diramazione. 



Ricercheremo adesso in die modo si cambia una superOcie Ricmnnnìana 



(1) F = 



S| » S| , . . . , Sto J 



quando il sistema di punti (a, , a, , . . . , ato) si muove in modo continuo Ano ad 
una nuova posizione (a', , o'i . . . , aV*. Un tale passaggio noi lo diremo un b cam- 
mino » , e palleremo di « posto iniziale » (a, , q^ ,... , (\x^ e di « posto finale » 
{"'i , «'2 > • • . I i*'w) In questa ricerca dctermineromo le linee /, , /^ , . • . /w? nel 
seguente modo (*j. Tiriamo una linea L senza nodi, che da o, C9nduca ad a^ pas- 




sando per t?^ , r^s . .• »Oto-i , e completiamo questa linea congiungcndo a«, con fi,, 
per ottenere una Imea h chiusa, che spezzi il piano E in due campi G e G'. Sia 
G il campo che giace dalla banda negativa di X. Supponiamo ora che le lince 
/i , /s f ••• t 'u> siano condotte da un qualunque punto del campo G e neir in- 
terno di G fino ai punti a, .^t*- > ^^- 



(•) Cfr. Olebsch, 1. e. - Per il seguito cfr. la fig. 1». 
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Se da un punto A interno al canripo G' tiriamo dei cappi ai punti a^,a^,...iOw^ 
ì quali, astrazion fatta dei contorni circolari circondanti i punti a^ , corrano in- 
teramente dentro G', per un percorso positivo di questi cappi, i fogli subiscono 
rispettivamente le sostituzioni S, , S^ , . . . , Sto. É comodo per il seguito di os- 
servare che queste sostituzioni si realizzano appunto , se al passriggio dal lato 
negativo al positivo delle linee 

a, Oj , OjOj , n^a^.,.., a^-i ^lo , ow a^. 
si coordinano rispettivamente le sostituzioni 

(2) S| , S| S2 , S, Sj S3 , . . . ^ S, S2 . . . Sio = 1. 
Dopo ciò , al cappio (a,^) corrisponde la sostituzione 

(S| Sj , . . . , S^.,)" • (S| Sj . . . S/t_, Sj) = Sfc , 

come deve essere, perchè il medesimo cappio oltrepassa le linee a^_| a^ ed a^ «^^.i, 
e precisamente la prima dal lato positivo al negativo e la seconda dal negativo 
al positivo. 

Comunque si mulino la linea aw a, di completamento , il punto e le linee 
/, , /j ?io , la superficie (l) resterà invariata, purché teniamo fisso il siste- 
ma di sostituzioni 

(3) S = (S, , S2 , . . . , Sto) 

Perciò la superficie sarà anche già completamente determinata mediante l'indica- 
zione della linea L e del sistema I , e, corrispondentemente a ciò, la si potrà in- 
dicare con 

Noi designeremo i singoli pezzi delle linee L con 

(5) 8i = a^a^ , Sj = ^2 a, , . • . , ^«,-1 = a«7-i aio. 

Evidentemente, noi possiamo cambiare ad arbitrio il pezzo a,a.i+i senza al- 
terare la superficie F, purché non oltrepassiamo nes^suno dei punti a,,a2....,r7w e 
lasciamo fissi i rimanenti pezzi s . come pure il sistema 1\ 

Ciò posto, consideriamo adesso un cammino qualunque. Questo sarà rappre- 
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seninto nel piano R da un sistema di linee 

(6) a^ n\ , a, a'2 1 •••) cru> a'w 

percorse sìmultnneamente dai punti a, , aj , . . . , aw. Ora , se queste linee non si 
tagliano fra loro, né alcuna taglia sé stessa, il cammino si chiamerà a semplice » 
Basterà considerare cammini semplici, perchè ogni cammino si può, manifestamente, 
rappresentare come una serie di cammini somplici consecutivi. Ora, in quale su- 
perficie è passata in modo continuo la superQcie (4) percorrendo il cammino sem- 
plice (6) ? Per decidere ciò, assoggettiamo anzitutto i pezzi s, , s^ , . . . , s» a tali 
deformazioni, che alla fine la linea L non abbia in comune colle linee (6) nessun 
altro punto fuor di a, , a^ , . . . , aw. 

Ciò è sempre possibile; perchè, se, per cs., la linea a, a'| possiede fuor di 
a, altre intersezioni con £, consideriamo rultima vicino ad a', , situata sul pezzo 
S; = {Zj a,-4.,. Uno sguardo alla flg. 2* mostra allora che possiamo sostituire alla 




flg. .' 

linea s^ un*altra linea (punteggiata nella figura) la quale abbia con a, a\ almeno 
un punto comune di meno, ma colle restanti lìnee (6) non ne abbia più delia pri- 
mitiva linea s^. Con questo procedimento, applicato più volte, si possono togliere 
tutti i punti dMntersczione di L colle linee (6) (*). Si osservi, che T alterazione 
della linea L non 'guarda, in ogni caso, quei pozzi Si , i quali dal principio non 
incontrano nessuna delle linee (6). 
Se adesso consideriamo le linee 

0) (i\ fli «2 flt'i > tt'i ^'1 a^ a'3 , . . . , a'w-i «w-i aw a'w , 

queste si compongono in una linea priva di nodi, la quale è però distesa doppia- 
mente lungo i pezzi a^a'^ . a, a'j , . . . , a^-i a'«,-i. Deformiamo le lince (7), con- 



(*) Anche il caso, in cui interi pezzi di L coincidano con interi pezzi delle li- 
nee (6), non offre, chiaramente, alcuna difficoltà. 
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servandone gli estremi a', , o'^ , . . . , a\o. e senza oKrepassare alcuno di questi 
punti , cosi cìie , dopo la deformazione, esse formino una linea semplice L' priva 
di nodi 




flg. 3.» 

(punteggiala nella fig. 3). La superQcie (4) passa manifestamente con continuità 
nella superficie 



(8) 



"(D. 



quando i punti (o, , «j , . . . , aio) percorrono il cammino semplice (6). Se dunque 
noi \ogliamo determinare il cambiamento delle superficie Hiemannìane per un prr- 
corso di un qualunque cammino , basterà aver di mira la successiva alterazione 
della linea L. Se il cammino è a chiuso v , la linea L è passata in una linea L\ 
che congiunge i medesimi punti a| , a^ , . . . , atr come la £, e precisamente ali 
che nel medesimo ordine di successione nel caso che il cammino sia « comple- 
tamente chiuso ». 



§4. 



Cammini completamente chiusi. 



Noi limitiamo adesso la considerazione ai cammini completamente chiusi , e 
vogliamo far vedere che. per opportuna scelta di un tale cammino, ogni linea 

L = (S| f ^t > * * * 9 Sto— l) 

può essere passata in ogni altra linea 

L' =: (S\ , 8'j , . . . , S'w^i). 
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Per generalità supponiamo che le linee L ed L* coinci lano nei primi / «^ 1 
pezzi, cosicché sìa 

montre i pezzi s^ ed s'^ (•) sono tri loro diversi. 11 numero i può assumere an- 



fig. 4." 

che il vi'lor !, nel qual caso sono già diversi s, ed s\. Indichi ora B,^, un cam- 
mino, il quale sia definito nel modo seguente. Tutti i punti a, , f?2 , . . • , ato, ad 
eccezione di a^^^ , rim:jngano fissi : questo ultimo si mova prima lungo s^ fino 
ad a', poi si mova fmo al punto a" sopra 8\- , e finalmente lungo s\ ritornì al 
suo punto di partenza. I punti a\ a" e la loro congiungente a' a" sono qui 
da scegliersi in guisa, che nel triangolo a^a'a'^ non giaccia nessuno dei punti 
(f, , a^ , . . . , atu cil tt'a'' non incontri alcuna delle lìnee s, , s, , . . . , s<_,. Col 
percorso di questo cammino la linea L è passata in una nuova linea, che con JJ 
ha in comune gli i primi pezzi s', , s'j - • - > ^'< Questa considerazione mostra 
che mediante una consecuzione di cammini 

82,83,.. , Bu> , 

noi possiamo passare dalla linea L ad ogni altra linea V arbitrarla. 

Ora, i cammini 8^- si possono rappresentare inoltre come combinazioni di 
un numero finito di cammini da introdursi opportunamente. Per definire questi 
ultimi in modo piii semplice, completiamo la linea L , come nel paragrafo 3 , in 
modo che divenga una linea L chiusa e indichiamo di nuovo con G e 6' i campi 
del piano E limitati dalla linea L. 

Un C5imm.no, lungo il quale il punto (1^ vada dapprima al pezzo a^ ^J^^^ di L 
per rinterno di G', e quindi pel di Tuori di G ritorni alla posizione ili partenza, noi 
lo indichiamo con 8^^;^. Allora ugni cammino 8, si può rap;)rcsent\re co ne combi- 



(•) Nella figura 4 s'< è punteggiata. 



Digitized by 



Google 



)( 264 )( 
nazione dei cammini 

Ogni arbitrario cammino completamente chiuso noi possiamo di tal maniera 
comporlo mediante una combinazione dei — ^ — - cammini 



Bt,« » Ba,* » • • • » B«-w > 
Bs^4 I • • • » Ba^w , 



B|0— 1,10 , 

e precisamente mediante una combinazione della Torma 

b'* b'? ...b'^ b'*' b'^'...b'^' .... 

dove gli esponenti posseggono uno dei valori + l , — 1. 

Con B~^ qui è inleso il medesimo cammino B , ma percorso in direzione 
opposta. 

Osserviamo, per incidenza, che tra i cammini B,- j^ ha luogo la relazione 

B«,tt> Bsjic • • • Bto— i,tc = i • 

§ 5. » 

Le sostituzioni generatrioi del gruppo B. 



Poniamo ora a base una linea L (*) fissa. Allora noi possiamo indicare ogni 
singola supcrflcie F mediante il sistema di sostituzioni 

(Si j 8| > • • • I Stc) 



(•) Cfr. per il seguito la fig. 5*, 
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ad essa appartenente. Sia la linea L passata nella linea i' jdopo il percorso del 




flg. 5.» 

cammino B^- ,^. (Nella figura S i pezzi della linea L sono tratteggiati, qualora non 
coincidano con pezzi di L' ; i pezzi di V sono continui). Finalmente sia F' la su- 
perficie, in cui è passata la 

F = (S| , St , , . . , Sw) 

dopo il percorso del cammino B/^;^. Allora, se r indica uno degli indici 

t+1 , 1 + 2 ,...,*, 

al cammino l^ corrisponde, come apparo dalla figura, rispetto alla superficie F', 
la sostituzione 

al cammino {^ corrisponde, rispetto alla superficie F^ la sostituzione 
S'< = (S< S<+, . . . Sji) S< (S^ S<^., . . • Sjk)"' , 

mentre a tutti 1 rimanenti cammini ( corrisponde rispetto ad F' le medesime so- 
stituzioni che rispetto ad F. Noi troviamo quindi : 

<K la 'permutazione @<^j^ delle superficie Riemanniane corrispondente al catTt- 
mino Bf^J^ consiste in ctd, che in luogo della superficie 



F = (S| ^ • . • t S| I S^^i f • t • » Sj^ I • • y I Sto) 
VOL. xxzi. 
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subentra la superficie 

F' = (Si , • . . , S I , S {4.1 , , . • t S ]^ , • • • , ouf) I 

dove, per brevità si è posto 

( SV = S,S,Sr* , (r = i + l , 1 + 2,. ..,k) 
f S', = (S,...S,)S,(S,...S,r. » 

la base ai risultati dei precedenti paragrafi segue inoltre : 

« Il gruppo B di monodromia consta di iutie le combinazioni delle 

(w-l)(w-2) ,., . . 
^' sostituzioni 

®1,3 > ®2,4 > • • • ) ®«)^ 9 ®J,4 » • • • > ©Sito I • • • I Sto— l,W. » 

In virtù della relazione 

SjjtO ©3,tO • • • ©W— l,tO = 1 

noi possiamo lasciar in disparte la Sw-i^w tra queste sostituzioni a generatrici > 
del gruppo B. Non ricercheremo qui , se , oltre questa , altre sostituzioni ©,.^» 
siano esprimibili mediante le rimanenti, se, quindi, possiamo diminuire ulterior- 
mente il numero delle sostituzioni generatrici. 

S 6. 
Le sostituzioni generatrioi del gruppo A. 



Se indichiamo con W,- un determinato cammino qualunque, dopo il cui per- 
corso i punti aj,a^4.| hanno scambiati i loro posti, ed i rimanenti punti a|,at,...,aw 
al contrario hanno raggiunte le loro posizioni iniziali, coi cammini 

(1) W, , W, , . . . , Wu,-i 

noi possiamo sempre comporre un cammino, dopo il cui percorso i punti ai9a^..,.,aw 
abbiano subita una permutazione arbitrariamente prescritta. Perciò ogni cammino 
chiuso potrà comporsi mediante una combinazione dei cammini (I) e dei cammini 
B|,/k sopra introdotti. 
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Scegliamo ora i cammini (1) nel seguente modo : facciamo muovere il punto 
ùi neirinterno di 6' fino ad a,+j e contemporaneamente a^+| al di fuori di 6' Ano 
ad a^ , mentre i rimanenti punti a, a^ , . . . , aio restano fissi. 

Il cammino cosi definito noi Io chiameremo « cammino W^. ». La modifica- 
zione subita dalia linea L dopo il percorso di questo cammino , lo indica la fi- 
gura 6, in cui i pezzi di L che provano un*alterazione sono tratteggiati » i pezzi 




fig. 6.* 

cbe riprendono il loro posto, egualmente ai rimanenti pezzi, sono segnati in con- 
tinuo. Ora si rileva dalla figura, che la permutazione S^ delle superficie Bieman- 
niane, la quale corrisponde al cammino W^ si riduce a ciò , che in luogo della 
superficie 

(S| , Sj , . . • , S< , S<+, , . . . , Sto) 

subentra la superficie 

(S| , S^ , . . . , S^- Sj+i S<"* , S^ , . . . , Sic). 

Queste permutazioni @{ , in unione alle permutazioni @^^^, generano quindi il gruppo 
A di monodromia. Ora però, si possono esprimere, come subito si riconosce , le 
sostituzioni @{^;^ mediante le sostituzioni @{. É cioè 

Noi arriviamo perciò al seguente semplice risultato : 

a II gruppo A di monodromia consta di tutte le combinazioni delle w - 1 
sostituzioni 

©I > ®i > • • • > @to-l 
dove €{ indica quella permutazione delle superficie Biemanniane che in luogo 
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della superficie 

F - (S| , S2 , . . . , S^ , Sj^., » . • • , Sto) 

fa subenlrare la superficie 

P' = (8| , Sj , . . . , 8,- 8i^^ Si'* , S^ , . . . , Sw). » 

Se coordiniamo alle sostituzioni 

generatrici del gruppo A , le trasposizioni 

(a^a^) , (o^^j) > • • • > (aw-iaw), 

le quali dal canto loro ponno riguardarsi come sostituzioni generatrici del gruppo 
n di tutte le permutazioni degli elementi a, , a, , . , . , au? , noi abbiamo in questo 
modo stabilita una relazione isomorfa tra i due gruppi. In questa relazione ai 
sottogruppi di % corrispondono i sopracitati (§ 1) sottogruppi di A.. In particolare 
il sottogruppo B di monodromia consta chiaramente di quelle sostituzioni di A, le 
quali, per Tìsomorfismo in discorso, corrispondono alla sostituzione identica di S* 

Intransitività dei gruppi A e B. 



Si scorge facilmente, che i gruppi A e B di monodromia sono intransitivi. 
Infatti, per nessuna superficie Riemanniana si può alterare , col percorso di un 
cammino qualunque, il modo di connessione dei fogli nei singoli punti di dira- 
mazione, e per conseguenza si scambiano fra loro, per cs. , nel gruppo B sola- 
mente delle superficie 

(1) F = (S, , S, Sw) 

per le quali le singole sostituzioni S^ contengono un numero fisso di cicli e nei 
cicli un numero fisso di elementi. 
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Ciò risulta anche immediatamente dalla forma delle sostituzioni generatrici 6^,4 
($ 5). Dalla considerazione delle sostituzioni @j j^ noi deduciamo subito ancora altre 
condizioni, perchè una superflcìe (1) possa essere trasformata in un'altra superflcie 

(2) F' = (S\ , S', , . . . . S'tr) 

mediante una sostituzione del gruppo B. Cioè, il gruppo di monodromia delle su- 
perflcie (I), vale a dire quel gruppo che consta di tutte le combinazioni delle 
sostituzioni S| 9 S, , . . . , St0 , deve manifestamente coincidere col gruppo di mo- 
nodromia delle superflcie F' (ovvero esser trasformabile in quest'ultimo). Oltre a 
ciò, neirinterno di questo gruppo di monodromia, comune alle superflcie F ed F', 
le due sostituzioni 8^ ed 8'^ devono entrare allo stesso modo, indicando i ognuno 
degli indici 1 , 2 , . . . , w. Non ho potuto decidere, in generale , la questione se 
queste condizioni siano anche sufficienti. 

Tuttavia non offre difficoltà alcuna il rispondere a tale questione, se nella 
totalità delle superflcie ad n fogli coi punti di diramazione a, , a, , • . . , ato noi 
scegliamo quelle, per le quali questi punti di diramazione sono semplici (*). 

Dietro un teorema del sig. Liiroth (•*) , con opportuna scelta dei tagli di 
diramazione, cioè con opportuna scelta della linea L , si può ottenere che , per 
una arbitraria di quelle superflcie , il relativo sistema di sostituzioni diventi il 
seguente : 

S| = (l,2) , Sa = (l,^) , S, = (l,3) , S, = (l,3) S,^., = (l,n), 

St«-i» = (^n) , S,. = (l,n) , (r = 2n-l,...,w). 

Quindi, per un cammino chiuso, opportunamente scelto, si può condurre ciascuna 
delle superflcie considerate ad una determinata fra esse, cioè alla superflcie 

((1,2) , (1,2) , (1,3) , (1.3) , . . . , (t,n)), 

e, precisamente, segue dalle considerazioni di Clebsch (**) , che questo pas- 
saggio è già possibile anche servendosi di cammini « completamente » chiusi. 
In base a ciò noi possiamo enunciare il teorema : 



(*) Il gruppo di monodromia è in questo caso il gruppo simmetrico. 

n 1. e. ' 
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« Se si forma il gruppo A di monodromia comiderando soltanlo quelle su- 
perfide^ che posseggono i punti a, , a^ , . . . , au> quali punii semplici di dira- 
mozione^ il gruppo^ che ne nasce, è transitivo. Lo stesso vale per il gruppo B 
di monodromia ». 

In altri termini : 11 problema di determinare le superficie Riemanniane ad 
n fogli con iv dati punti semplici di diramazione è irriducibile , tanto se si ri- 
guardano come date le combinazioni simmetriche dei valori a^,a^^.,. aw. quanto 
questi valori stessi. Invero, nei primo caso il gruppo A, e nel secondo il gruppo 
B ci danno il gruppo di Galois dei problema, avendo cura di supporre ag- 
giunte tutte le costanti. 

{continua) 
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SOPRA QUALCHE APPLICAZIONE DEI NUMERI COMPLESSI 

AD m DIMENSIONI 

NOTA 

DI 

V. M O L L A M E. 



1. Sia 



a = a^e^ + a^e^ + . . . • 4- c^nfim 



un numero complesso ad m unità principali e, , e, ,..«•, e^ , ovvero ad m di- 
mensioni. Se si pone 

e^ «v = 6 jj^^ Ci + e j4 y Cj + . . • 4- e^ 'j^^^ Cin , (.) 

allora il prodotto del numero complesso a per un altro numero complesso P(=bie|-l- 
b^e^ + ecc.) sarà pure un numero complesso formato con le m unità e,, e^,. •••e^- 

I numeri reali e si suppongano determinati in guisa che Toperazione della mol- 
tiplicazione sia commutativa ed associativa. In tal caso lo sviluppo della potenza 
^Mima di a , (fc intero e posiiivo) si potrà eCTettuare come quello della potenza 
/^etima di un poliuomio cou termini reali , considerando in a le unità o^ , e^y ecc. 
quali enti numerici sottoposti alle leggi ordinarie della moltiplicazione , salvo poi 
a trasformarne i prodotti binarli mediante la relazione (l). 

Sia dunque 

(a, 61 + at e, + . . . + a^ c„)* ^ B^^*) e, + B^^*) e, + . . . + B^^*> e^ , (2) 
dove i coefficienti B sono funzioni note delle quantità a ed 8* 
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Indipendentemente poi dalFanzidetto modo col quale si 6 sviluppata la potenza 
a*, pongasi 

(a, e, + a,ej + . . . + a„cj* = 6,(*) e, + 6,<*>e, + . • . + bJ^^U^, (3) 

dove le b sono per ora coeOicienti indeterminati. 
Si avrà allora che 

6i<*>e, + 6t^*)e, + ••. + 6«^*>c„ = (6/*-«)e, + ... + bj"*^ej(a^ei + a^Ct + ... + am em) 

Sostituendo al prodotto e^e^ , sottoposto al precedente segno £ , il secondo 
membro della relazione (1), si ricava che 

6/*>ei + 6,<*^ e, + ... + bm^^^Cm = (Sj,,v b^^^''\){t'y,^^e, + e"^,/, + ... + eW^^,e«) , 

e dair uguaglianza dei coefficienti delle unità e con uno stesso indice in ambo i 
membri della precedente relazione nascono le m seguenti equazioni lineari ed omo- 
genee fra i coefficienti 6/*) , 6,^*) , ... , bm^"^ di a* e quelli 6/*-«) , 6/-*).-.,6«<*-*) 
di a*-«, 

" (4) 

Supposto /e > m, nel precedente sistema di equazioni si sostituisca k^ succes- 
sivamenie, con A: , /e - 1 , /e - 5 ,...., A; — (m - 1) ; si otterranno cosi m* equa- 
zioni lineari ed omogenee fra le seguenti m{m f 1) quantità 

6/*) , &,(*-«) 6/*-") . 
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Si prescinda dalle quantità poste sopra un'orizzontale qualunque, per es. sulla 
^esima ^ (jeHo schcma precedente e fra le anzidette m* equazioni si eliminino le 
m' " 1 quantità che si trovano sulle rimanenti orizzontali di quello schema , si 

avrà così un'equazione lineare ed omogenea fra le quantità 6^^*^ , 6^^*"*^ , bjf'^^ 

poste sulla orizzontale v««i°»». 

Tale equazione sia 

6v^*> + tt,6,t*-*) + w,6v^*'*^ + ....+ M«6;*-"'> = 0. (S) 

dove i coeiScienti u sono funzioni razionali note delle quantità a e I e. Essa lega 
linearmente I coefficienti delle unità e^ negli sviluppi delle m + 1 potenze consecu- 
tive a* , a*"» ,...., a*-". Pongasi 

Wr = ff(ai 1^1. ••• • »0m) (6) 

(r=l, 2, 3 ,m); 

allora, in virtù delle m equazioni (6), si potranno esprimere mediante Io quantità 
u le m quantità a. Le quali sono perciò lo radici deirequazione 

a)« + U,a?*-^ + -..,+U^ = (7) 

che si ottiene eliminando Oi , o^ , . • . , 0^ fra le m equazioni (6) e la seguente 
(O) — ùtXcc - Ot) • • • • (35 - ct«) = 0. 

Dalle equazioni (4), facendo k=\ e sostituendo i primi membri con a^ a^,..., 
a„, si ricavano i valori dei coefficienti 6|to) ^ 5^(0) , . . . ^ 5^(«) di a" e facendovi 
poi, successivamente, fc = 2, 3, ecc., quelle equazioni forniscono i valori dei coef- 
ficienti 6j,(*> , 6p,^»> , , 6^('»-«> (pi = 1, 2, , m). 

Siano dunque noti i coefficienti b^^^^ , 6^<*> , 6^^*^ ,...., 6^^^"'^ ; nel!' equa- 
zione (5) si sostituisca /e, successivamente, con fc, h—l , Ac-2 ,...., k-^k—m) : 
indi alle Ti— m+l equazioni che se ne ottengono si associ l'altra 6^^'""«)=c/^'"'>, 
nella quale Cy^"*""*) è il valore già calcolato di 6^*"*"*\ si avranno cosi /fc — m + 2 
equazioni fra le altrettante incognite 6^^*^ , 6^^***) , . . . 1 V""'^ Il denominatore 
di queste, nel detto sistema di equazioni, è un determinante che ha nulli tutti gli 
elementi situati al di sotto della diagonale principale, i cui elementi sono uguali 
ad 1 , perciò quel denominatore è uguale ad 1. Sicché il valore di 6^^*^ ricavato 
dalle dette equazioni è espresso dal solo determinante numeratore, che è funzione 
di w, , t/j , . . . . Ujn e dei coefficienti, già noti, 6^^^^ , 6^^'^ , . . . , 6v^*""*^ 5 * Q"«'*l* 
poi essendo funzioni delle quantità a, cioè delle radici dell'equazione (7), si pos- 

VOL. XXXI. 85 
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sono esprimere anche mediante le quantità i/|,Ut, ecc. Il determinante b^^^^ è dunque 
funzione delle quantità u; lo si indichi con b^^^^Ui , u^ , . . • » n^). Esso deve es- 
sere uguale al coemciente di e^ nel secondo membro della (2) , dinotando tale 
coefficiente con B^^^Hai , a^ , . . • , a^), si dovrà avere 

6v^*HWf . Wt , . . . wj = BvW(«^ , ot , . • . , am). (8) 

Questa uguaglianza, che deve ridursi ad una identità allorché si sostituiscano 
le quantità a con le radici deirequazione (7), dà lo sviluppo del determinante 

6^(*)(u, , -M, , . . . , l/m). 

Il quale, traendo la sua origine dall'equazione ricorrente (5), ha sempre la 
stessa forma, qualunque siano i valori che assumono i numeri e nella relazione 
(1): mentre invece il coefficiente B^^*>(a| , a» , . . . am) di e^ nel secondo membro 
della (2) varia di forma al variare dei valori dei numeri e che regolano la molti- 
plicazione. E però, in generale, ad ogni legge di moltiplicazione dei numeri com- 
plessi a, cioè ad ogni forma dello sviluppo della potenza a^, corrisponde una forma 
dello sviluppo del determinante 6v^*^(*'i » ^2 1 • • • ^»«)« 

2. Per poter far uso deiridentità (8) è mestieri conoscere qualche sistema di 
valori dei numeri e, tale che Toperazione della moltiplicazione riesca commutativa 
ed associativa. 

Pongasi 

^e| = efc+i, (1) 

con la condizione che al numero fe + 1 si sostituisca il resto che se ne ottiene di- 
videndolo per m+ 1» se è fe + I>m+ !• Di guisa che si ha 

c^(m+i)+f = Cr . (r<m+l). (2) 

Dalla relazione (1), paragonata con Taltra 

e%ei = t\fi, + g\fi^ + . . . + h/^\+i + ....+ ^h/'^^c^ 
del n.* 1, segue che 

(v = l, 2, ... ,*-rI-l ,fc+I+l , m), 



Digitized by 



Google 



)( 275 )( 
Dalla stessa relazione (1) si ha inoltre che 

e però il prodotto delle unità e, e quindi dei numeri complessi a, p, ecc., è com- 
mutativo ed associativo come la somma p + q + r + • • • • 
Si ha poi 

e si conchiude che ncIFelcvazione a potenza, come nella moltiplicazione, gli indici 
delle unità e si comportano come se fossero esponenti. 

Le (1) e (2) danno immediatamente i prodotti binarii delle unità e quando 
X; + 1 non è multiplo di m + 1* Sia poi 

eiCm(= «„+« = Co) = Cf^l + ^t^t +....+ Cmem , 

dove, per brevità si è posto Cfc = 6| J*^; si avrà allora 
(e,('m)e,(= e^+,) = c,e, + v, + + c^^^tm 

+ Cm(Cfe, + C,ej +.... + CmBfrìJi 

cioè, in virtù della (2), 

Ci = C|C^e, + {c^c„^ + c,)^, + (CjCm + c^e^ +.... + {Cr»? + c„^|)em ; 

e quindi, uguagliando i coefiQcienti delle unità e con uno stesso indice in ambo i 
membri della precedente relazione, si ottengono le equazioni 

C,Cm = 1 , CtCm = - C, , ejCm = - C| , ... , C^_,Cm = — C^.| ^Cm^=i^ ^m-V (3) 

Moltiplicando membro a membro queste equazioni si ottiene l'altra equa- 
zione 

Cm"^-^^ = (- !)«-< , 

e però; dovendo essere reali le e, si avrà 

cm = - 1 , per wi pari, 
c«n = T 1 , per m dispari. 
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Con Cm = - 1, nel caso di m pari o dispari, si ha dalle (8) 

e, = e, = . . . - = c« = - 1 ; (4) 

per Cm = U quando m è dispari, si ha invece dalle (3) 

e, = Cm = 1 , Tj - Cj = . . . . = C^_| =: - 1 . (5) 

Si può quii.di porre, per m pari e dispari, 

(Co =) Pi«m = - (e, + e, + + Cm), (6) 

ed 

(pQ =)e,em = Ci - e, - e, — .... - (»„.| + Cm , per m dispari (7) 

Si ha inoltre 

e^ e, ... €m (= c„, ^ ) = e© [= - (e, + e^ + ... + ej] per m pari . (8) 

e quindi 

(c,e| .... CmY = e»o^ = e^ , per m pari (9) 

Se poi m dispari, si ha 

e quindi 

per m dispari. (11) 

t t 



Se, quando m è dispari, delle relnzioni (6) e (7) si ritiene sólo la prima, al- 
lora le (1)« (11), (8) e (10) mostrano die le m unità e si comportano come le 
radici 

, co , co* ,...., w"* , 
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diverse da 1» deirequazione binomia 

per la quale co è una radice primitiva. 

Ciò che segue si riferisce alla prima delle relazioni (6) e (7). 

Supponendo che fc+l sia multiplo dì m + i, si avrà che e,^ Z'^— coefflciente di 
e^ in ej^e|=coefficiente di e^ in 6^+^, cioè in v» e poiché il coelBciente di e^irMy 2,...,w, 
in €q è uguale a-1. cosi, nell'ipotesi suddetta sarà Sj^y*')=— U Se poi fc+t diviso 
per m+1 dà per resto s, si avrà che ej^/**) è il coefficiente di e^ in e^^^.! cioè in e) 

e quindi sarà e^^^'^ = 1 se r = 8, oppure e^ /'^ = se s ^ r. 

Adunque si ha per i numeri e il seguente sistema di valori 

tf,/) = 1 , se ft + 1 = r, mod(m + 1) (12) 

6j /••) = 0, se ik 4- 1 non E r, mod(m + 1), (18) 

6j/)=:^l,se fc + l = 0, mod(m-hl). (14) 

É poi facile il vedere che 

(OiC, + a^et +....+ oment)^ = - (e, + e, + ....+ em) (= e^) (15) 

cioè che 

a,e, + a,e,-f....+ame. ^_ 

a^c^ + a^e^ -h + iim^^fn ^ « * •^^ 

In fatto il divisore, nel primo membro della precedente relazione, moltiplicato 
per il secondo membro, che è uguale ad e^ cioè ad e,Pm dà il dividendo, in virtù 
della (2). 

Dalla relazione (15) segue che 

6/0) = _l , (^=1^ 2, 3 ,m). (il) 

8. Suppongasi m = 2 e le unità e, , e, siano una volta Tunità reale 1 e quella 
immaginaria t, rispettivamente, ed un'altra volta siano e, , e, le unità definite nel 
sistema stabilito nel n.® 2, quando m = 2. 

Nel primo caso, posto 

(at + iaJ* = 6/) + iV*). 
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si ha 

(a, + ia^)^ = (6,(*-ò 4- ife,(*-*))(a, + io,) 
cioè 

(a, + fa,)* = a,6/*-0 - a»^(*-«) + 1(0,6/*-*) + a,6,(*- 0). 

Dal confronto delle due espressioni di (0| + o,i)* si deduce che 

6/*) = o,6/-*)-a,6/*-«) (I) 

V*) = a,6/-*) + o,V*-*); (2) 

sostituendo neirequazione (1) in luogo di b,^^'^^ i' valore che ne dà il primo mem- 
bro della (2), dopo avervi mutato ft in fe - 1 , si ha per risultato 

fe,<*) = a,6|(*-*) - a,*6/*-») - a,a,?),(*-*) ; 

sostituendo poi in questa equazione in luogo di - a,b,(*"*> il valore che ne dà il 
secondo membro della (1), dopo avervi mutato h in k — i si ottiene T equazione 
seguente 

6,<*) = 2a,6,<*-«) - (a.» + a,^6,(*-« , 

che si riduce aiValtra 

6,(*) 4- u6,(*-') + 1;6,<*-*) = (8) 

dopo aver fatto 

n = - 2a| , v-a^*^\^ a,*. (4) 

L'equazione (8) è quella alla quale, si riduce 1* equazione (5) del n.^ 1 nelle 
presenti ipotesi di m = 2, e| = 1, e, = t. Facendo nella (8) h successivamente u- 
guale ad n + 19 n, n - 1 , . . . } 2 e tenendo presente che 

si ha il seguente sistema di n equazioni lineari fra le altrettante quantità bi^^*^\ 
h ^") h u) 



Digitized by 



Google 



)( 279 )( 






= 

= 



Risolvendo rispetto a b^^***^ il precedente sistema di equazioni si trova che 
6,(-+0 = (_i)»a,D„(tt,r) (6) 

dove sì è posto 

u V .0000 
1 u « .0000 
I tt « .0000 



D,(tt,t>) = 









i u V 
1 tt t) 
1 u 



(50 






D'altra parte, sviluppando la potenza (ai + ia^)^'^* secondo la regola ordinaria, 
si ha che 

6,(-0 = a. [(«+') a.-- («+*)«.-« fl.«+(«J«)a,«-*a.*-ecc.]. 
e siccome le equazioni (4) danno a| = -5,o,* = t? — r- cosi il precedente va- 
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lore di 6,^**'^ può scriversi 

6,(..0 = (Jl^ [("!» ) „- - («;* ) u- (4t,-u») + («;* ) u-(4t,-«')»-ecc.] . 

Dal confronto del precedente valore di ò,^"'''*) con quello fornito dalla (5) si 
deduce che 

D„(tt , V) = 
= 2^[C!' )"'-Ct* )u-»(4t,-u«)+(";' )»-*(4t,-u«)* - ecc.] (6) 
coefficiente dì i in (u + n'O***** 



2»u' 



, (n* + w'* = 4t?). (•) 



(•) Dalla equazione (3) per fc = n + 1 si ricava che 






* — * ^ ti — ■ 



9 



e Biccome 



così sì ha 






* —14—- 



— M - 



— f? 
ti 



dove ti si deve scrivere n volte. Qaesta nguaglianza in virtù delle relazioni (5) e (6) 
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4. Nei caso che le unità e| , e^, siano quelle definite nel n.° 2, per m = 2, 
allora, a motivo delle relazioni (1), (2) e (6) del detto n.^ 2, si ha 

et**(=C8> = eo) = -e,-et 

e,»*+«(=e,»*'-») = e. \ (I) 

e,»* = -e,-e, 

e,»*+*(=e,»*'-») = ^, ] (2) 

Dalla relazione (9) del n.^ 2 si ha poi, per ogni numero intero e positivo v, 

(e|6,)^=:Co(=-C,-CO- (3) 

Ciò posto , dalla regola ordinaria per lo sviluppo della potenza &«"*»« di un 



diviene 



V 

— fi— 



V 

-ti 



V 



1 et >'- Ca >"-*(**'-«•> + Ct>-*<**'-V 



r - ecc. 



(l)****"* " (s) "**"' ^^"^ " **'^ "^ Qti«-5(4t^-fiV- ecc. 

_ ^ Jl^ coeflBciente di t in (ii + ttiO*"*** . ^ /t _ a 
■"^2 coefficiente di « in (ti + tti')** ' "^"^ "" 

dove per coefficiente di t in (u + iti')^ deve intendersi quello proveniente dall' unica 
unità immaginaria che comparisce attualmente nel binomio u + iu'. 

voL. zzxi. 36 
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binomio, si ha 

(a, e, + fl. p/ = 2, (J) a.*-* fl.» e,*-» e,» , 

e siccome v può avere una delle tre forme seguenti 

8n' , Sn'+Ì , 8n'f2, (4) 

così, raggruppando i termini corrispondenti ad una stessa forma del numero v, 
si ha 

.k y f ft\ *-3n' 3n' k-Zn' 9n' ,„, 

(a, e, + 0, p,)* = 2i,, yw) "* "» *•« ''t <5) 

V / fc \ k-Sn'-l 8n'+l ft-8n'-l 8n'+l 

V / ft \ ft-8fi'-2 8n'+2 fc-8n'-2 8n'+2 

II numero intero fc può avere anch'esso una delle tre forme (4) e però, se- 
condo che è ft = 3n, o A:s3n4- 1, o X;=:3n-t-2, si trova facilmente, in virtù delle 
relazioni (1), (2) e (3), che 

(o, e, + a, e,)»" (6) 

r V /Sn \ 3n-3»' 8n' . V / 3n \ 3n-8«-l Sn'+ll 

r V /SnN 8«-8n' 8n' V / 8n \ 8n-8n'-2 8n'421 

r .(8») ^(3«) 1 

(a, e, + 0, c,)»"+' (7) 

rV /3n+l\ 8»i-8n'+l 8n' V /3«+l \ 8n-3n'-l 8n'+21 
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(a, e, + 0,6,)"*+* (8) 

r V /3n+2\ 3«-3«'+l 8«'+l V /3n+2\ 8n-8n' 8n'+21 

rV /'3n+2\ 8n-8»'+2 8n' V /'3n+2\ 8n-3n'+l 8n'+ll 

Se poi si pone 

(a,e» + a,(>,)* = 6A, + 6,(*)(»t (9) 

si ha 



ossia 

Dal confronto dei secondi membri della precedente relazione e della (9) si 
traggono lo due equazioni seguenti 

6/*^ = • a,6/*-^) - (a, - aO&t^*-'^ , (tO) 

che neirattuale sistema di unità principali sono le corrispondenti delle equazioni 
(1) e (2) del n.^ 3. Dalle (10) e (11) corno dalle (I) e (2) del n.^ 8, si deduce 
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che 

6,(*) = - (a. + o,)6/*-*^ - (a,« + a»» - a,a,)5/^-»^ (12) 

bf^*^ = - (a, + a,)5/-*) - (a»* + a,« - a, a,) 6,<*-« , r!2') 

e, posto 

ct|* + a,*-a|a, = i?, (14) 

le relazioni (12) e (12') diventano le seguenti 

6,^*) + w6/*-«> + vb/*-« = , (15) 

6t^*> f u6,<*-« + 1?6,(*-*) = , (1 50 

e le quantità a^ ed a^ sono le radici dell'equazione 

3aj*-3t/a? + iA*-t? = (16) 

che si ottiene dalle (13) e (li) e che è attualmente l'equazione (7) del n.^ 1. Si 
ha poi, per la (17) del n.<> 2, 

ed è inoltre 

6/«) = a, , 6,<*) = a,. (18) 

L'equazione (15), e le altre h — i che da essa si ricavano mutando k in 
/t— 1 , &-2,...,2 e tenendo presente la prima delle (17) , costituiscono un 
sistema di A:— 1 equazioni lineari rispetto alle k quantità 6/*^ , 6/*"*^,..., 6|^*^; 
associando a queste equazioni la prima delle (18) , e risolvendo il sistema ri- 
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spetto a 6/*) , si trova cbe 



6,(*) = (-l)»-' 
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09) 



dove a, è una delle radici dell'equazione (16). Dall'equazione (15)' si otterrebbe 
similmente 



6,W = (-!)*-« 
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(20) 



dove a^ ò l'altra radice deir equazione (16). Adunque i due precedenti determi- 
nanti devono essere uguali, rispettivamente, ai coeflicienti di e^ e di e^ nel se- 
condo membro della (6), o della (7), o della (8), secondo che è ^=3n, o À=3a+i. 
ft = 3n + '2, e con la condizione che a^ ed O2 ^i^^o ^^ i*^dici dell* equazione (16). 
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Dalle relasioDi (19] , (30) e (13) si deduce che 



&/»> + 6/> = (-!)»-' 
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e quindi, per le tre anzidette Torme di k, dallo uguaglianze (6) , (7) ed (S) si ot- 
tiene lo sviluppo del precedente determinante. 

Dalle stesse relazioni (19 e (?0) si deduce anche cbe 

b,(*) - 6/; = (- i)*-i (a, _ a,) D,., (u , v) (21) 

ove Dfc_|(M,r) 6 il determinante (5') per n = ft-1, e però si ha 

-. (-1)* (coefficiente di e|-coefficiente di o^) in (n,e|-fajf»2)* 

Ujk-i (u V) , (22) 

dove a, ed a^ sono le radici delPequazione (16). 

La precedente formola dà lo sviluppo del determinante D(u,r) mediante i 
coefficienti delle attuali unità principali f>, ed e^ nella potenza (o, e^ + a, e^)*. La 
formola (6) del n.* 3 dà lo sviluppo di quel determinante mediante il coefficiente 
dell'unità imaginaria nella potenza (a, + 10.2)'^. La Tormola (22) esige la conoscenza 
del resto di k divisa per 3 , giacché per poter assegnare i coofficienti di e^ e di 
e, nella potenza {n^ e, + a^ o^)'^ è mestieri conoscere quel resto, come risulta dalle 
uguaglianze (6) , (1) ed (8) ; invece mediante la formola (6) del n.® 3 tale cono- 
scenza non h necessaria. 

Dalla (6) intanto si ha 

sottraendo dal termine scritto sotto il primo segno £ della precedente uguaglianza 
l'altro termine che si ottiene da quello scritto sotto il secondj segno £ mubin* 
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dovi n in n — n' - 1 , cioè il seguente 



8n \ .«,j.. i«-jn'. I 



(an-w-.)"'-""- 

e notando che ^g^,^ j^ = (3^. s'!^'- 1) • ^' '^^ P®^ differenza 

associando quindi nel modo anzidetto i termini provenienti dai due sogni 2 nel 
secondo membro della (28) e sostituendo al primo il valore che se ne ha dalla (21) 
per & = 3h , risulta 

D.»-.(«.t» = ^^' I^X^X^) ^'*' "*^*"'^' (a.»"-"'-* - a.»»-'-»). (24) 

Similmente si troverebbe 

D.^. («.t» = t-'i^* ^(5;;+^) (a, a.r« («.»«-»- - a,»--»). (26) 

Se poi 8i pone 

a^-^a^^^w j (27) 

da questa equazione, associata alle due (13) e (U) si deduce che 

3w* = 4t>-u*, (58) 

ed allora sostituendo nello formolc (24), (25) e (26) ad a, , «t » «t-^i > '<>^^ 
valori ^i-i-^ , ^^-^ , u?, quelle formolo diventano le seguenti , 

= tll*!2y f ^ ^,'* .") (,j« _ w»)»»>' i(.t + «•)»»-»»'-» - (M - tf)'»-«»'-»] , (29) 
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».,(u,l') = 

/_i\8«i+« /8n4.2\ 

= y^ „ w+ 2) (^* "" ^'>' t(^ + !.)»-««'-« - (u - «;)»—'-«] , (81) 

nelle quali la quantità w^ è data dalla (28). 

Ftì 'ontemente ciascuna delle tre precedenti formole è meno semplice della 
forinola (6ì del n® 8. 

5. Nell^equazione (28) suppongasi u = f(7 , si dedurrà allora da essa che t? = u* 
in tal caso tutti i termini del secondo membro della i29) sono nulli, mentre nei 
secondi membri delle (80) e (81) rimangono i due termini corrispondenti ad n' = n 
che sono, rispettivamente , 



(- 1)»"+' 

2**+» w 



(u + »)»•+» [ = (- !)«*+» u»"**» ]. 



Quindi si ha che 
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= , (-l)*tt* , (-l)*+'tt* 
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per 

fc = 8n - l , 8n . 3n + 1 . 

Nella stessa ipotesi di u = w facendo n-k nella relazione (6) del n.® 3 e poi 
iig[ung1ian<lone il secondo membro alKuna o alPaltra delle tre precedenti quantità 
, (- 1)* ti* , (- l)*"*"* ii*, secondo che è A; = 3/i - 1 , od = 8n, od = 3n + 1, risulta 

C"r')-'C"D+»*C"r)-»"C"r)+««- =-(-2)-"- 

Supponendo inoltre a^ = a^ nella relazione (6) del n.® 4, il suo primo membro 
diviene a^'" (p, + e,)*** ; e poiché dall'altra relazione (3) del n.® 4 si ha che 

(e, + e,)'" = (- 0'" ^0 = (- l)*"-*"* (e* + e») , 

cosi la detta relazione dopo Tipotesi a, = a^ diviene 

(-i>-r...e.)=[-2.,G:,).2.c)]"-4-2..a:>s.,(3;%)]'.- 

e da questa si ricava immediatamente che 

S-G,*:.) - l.O - '^.LTJ - 2..© -(- '>-• <•) 

Con la medesima ipotesi a^=^a^j dalle relazioni (7) ed (8) del n^ 4 , si ri- 
cava che 

2/3n+2\ y /3n+2\ y /3n+2\ y /3n+2 \ _ 
••\3n'+l/ " ^A 3»' y - ■^n\3n'+\) " '^«'W+2/ - ^~ '' • '"^^ 

TOL. xxzi. 37 
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Ora si ha 



fm\ ( m \ _ m - 2fe -h I / »» \ 



e però, facendo in questa relazione, successivamente , 

(m=3n , k=3n'+ì) , (m=3a+l , ife=3n'+2) , (m=3n+2 , &=8»'+l) 
e poi sostituendo nelle relazioni (1), (2) e (8) risulta che 



y 8n-6n'-l (3n\ _ 

y Su - 6n' - 2 /3n+t\ /_ .., 
^n- 3n' + i \8n'+I/~^ ' 

y 3n-6u^+l /3h + 2\_ 



Catania 1892. 
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L'ANALISI ALGEBRICA 

E L' INTERPRETAZIONE FATTORIALE DELLE POTENZE 

PER 

ALFREDO CAPELLI 



La formola del binomio. 

1. Analogamente alla notazione x** , che rappresenta il prodotto di n fattori 
tutti eguali ad u; , si denoterà con x" il prodotto 

aj(x+ I)(a5 + 2) . . . (aj-fn-l) 

ì cui fattori non sono più eguali, ma crescono successivamente di un*unità. Invero 
questi due prodotti sono i due casi più importanti del tipo più generale 

aj(a7 + h) (X + 2/i) . . . (oj + (n - l)/i) 

dal quale si deducono rispettivamente per h=:0 ed h = ì. Ha la notazione 

^* = aj(aj+l)(aj4-2) . . . (x + n- 1) (1) 

(o qualche altra consimile di forma analoga a quella della elevazione a poten- 
za (*)) si raccomanda inoltre per un fatto algebrico assai importante; cioè, per 



(•) La notazione più antica è quella di Vandermonde {Mèmoires de VAcadé- 
me des Sciences 1772 ; nel primo dei due volumi di quell'annata) che rappresentò 
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i] fatto che, accanto alla rormola ordinaria, fondamentale per il calcolo algebri- 
co, che dà lo sviluppo della potenza n™* (n intero e positivo) di un binomio : 



il prodotto (1) con [x]^. Non ho stimato opportuno adottarla qaì perchè facilmente 
potrebbe nel seguito indurre in equivoco. Per il prodotto più generale 

x{x + ») (a? -f 2^) . . . (a; + (n - l)h) 

Kramp introdusse la notazione x^^^ (V. capitolo IIP della sua opera: Anàlyse des 
réfractions asironomiques et terrestres 1798) e Creile la notazione (a;,^)", {Mémoire 
sur la théorie des puissanccs , des fonctions anguìaires et des faculiés analytiques : 
Creile* s Journal Bd. 7). 

La formola (1) dà il significato di a;" per n intero e positivo. Volendo dare un 
significato opportuno qualunque sia il valore deiresponente , si potrà ricondurre la 

definizione di x^ , essendo p qualunque , a quelle di x^ (n intero e positivo) come 
segue : 



ofl = lim / -: 

n=oo ^+y)« 



(Cfr, Bessel : Kónigsberger Archiv fUr Naturtoissenschafl und Mathematik: Jahr- 
gang 1812. St. 3). Introducendo con Weierstrass {Ueber die Theorie der analy- 
tischen FacuUdten, Creile* s Journal Bd. 51) la funzione, che egli chiama funzione 
fattoriale di u : 



fc(x) = ììm f ^ , /b(l) = l. 



la quale è monodroma finita e continua per tutti i valori finiti (reali o complessi) di 
u , si può anche scrivere : 



fc{x -{-y) 



e si riconosce facilmente che la funzione di re ed ^ così definita gode delle principali 
proprietà caratteristiche del prodotto (1). 
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sussiste la formola pcrfettaraente simile : 



(a)+yr=a?'*+(^)x'*-»2/ + (2)a5«-^y^-l-,-.+(^)y** C) (3) 



in cui tutte le potenze {x + y)^^ x^ , y^ hanno il significato definito dalla (1), 
nel mentre che i coefficienti numerici 



/n\ _ n(n-l) . . . (n 
\k) 1,2... 



^n\ n(n-l) . . . (n - fc + 1) 
k 



hanno assolutamente lo stesso significato in entrambe le formolo. 

2. La formola (3) si può verificare come segue (**). Dividendone entrambi i 
membri per [n essa prende la forma : 

e cambiando y in y + 1 ed a? in x + 1 : 

rr') = (T) ^ e rrocv ) - cz^ììk' y-A'T) 

piiì brevemente : 

Per verificare questa identità si moltiplichino fra loro le due serie convergenti 



C) Questa formola è stata data per la prima volta da Vandermonde (1. o. 
Mémoire sur les irrationeìles dea differente ordres). Per quanto riguarda la sua esten- 
sione a valori qaalsi vogliano dell'esponente n si vegga la memoria di Weier Strass 
già citata: § 8. 

(•*) Cfr. Sopra certi sviluppi di determinanti (Rend. della B. Accademia delle 
Scienze di Napoli. Marzo 1889) dove mi sono imbattuto nella formola (3) come caso 
particolare di un'altra formola assai più generale. 
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per mod z < \ : 



(l-.)-*-, = l.(^|'). + (^ + 2>j^.^(y + 3^^.^_^ 



Cd 



Si otterrà in tnl modo lo sviluppo per potenze di z : 

(.-.,-.— .=.4(»t').(v+')].,....[2 (T)(T)]'---- 

che dovrà coincidere termine per termine con l'ordinario sviluppo : 

ed eguagliando ì coefficienti di z^ nei due sviluppi si ottiene appunto ripentita 
(3)' e quindi anche la (3). 

8. La formola ordinaria del binomio si deduce immediatamente dalla (3) , 

quando quest*uUima si renda omogenea ponendo - ed - in luogo di x ed y e 

z z 

moltiplicandone quindi entrambi i membri per 5". La (3) prende cosi la forma : 

(05 + y) (a? + y + z) (X + 1/ + 2j8) . . . (a? + y + (m - 1) 2) 
= x(x + z){x + 2z) . , . (a? + (n - \)z) 

+ /^J ) a;(a? + z) . . . (a? 4 (n - 2)z)y (3)" 

+ (J^jxix^z) . . . {a)+{n'-3)z)y(y + z) 

+ 

-i-yiy + z) .. .(y + (n- 1)2) 

che ricade neirordinaria formola (2) facendo z - 0. 
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Altre formolc notevoli s\ potrebbero dedurre eguagliando nei due membri di 
(3)" i coefficienti dì z , 5* , . . . 

Passiamo ora a svolgere in diversi paragrafl le conseguenze più importanti 

dell'anilogia fra le proprietà di a?** e di a?**, ehe già fin d'ora apparisce chiara- 
mente dal confronto delle formole (2) e (3). 

Per distinguere x^ dall'ordinaria potenza n™» a?** noi diremo anche d'ora in- 
nanzi per brevità che x^ è la potenza fattoriale n™* di x. 



II. 



Quoziente di aj" — j/* per x—y. 



1. Poiché X* - 2/** è sempre divisibile esattamente per a?— y. si potrà porre 
evidentemente : 



x^'-y =(a5-2/)iaj""* + A,a5'*-'^-h AjX«-»4- ... 4- A«.,! 

dove le A sono delle funzioni razionali intere delle sole y. 
Sviluppando la (t) nel secondo membro ed osservando che 



(I) 



x-a?" ==ai^^* — X-aj^ 



viene : 



as»-i/"=aj"+A, 


x»-* + A, 


ar-*+.. 


• + A«-, 


- («-!) 


-(n-2;A, 




-A,_, 


-y 


-yA, 




-yA«_, 



aJ-2/A„., 



Identificando i coefficienti dello stesse potenze a^ nei due membri sì otten* 
gono dunque le relazioni seguenti : 

A, = y + n - 1 

A, = (ì/ + n - 2) A, 
A3 = fy + n - 3) A, 



Vi = (y + A„., 
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dalle quali si deduce subito : 

A, = i/ + n--l 

A, = fy + n - 2)(i/ + ?i - !) ^ (1/ + n - 2;» 

A, = (y + n - 3)(j/ + n - 2)(y + n - 1 ) = {y + n - 3)» 

Si ha dunque sostituendo tali espressioni in (1} : 

a?»~- y» = (a;-y) \aF* + (y+n-l) 03'*^+ (y +-n-2>'"x"^ + . . . + (i/+l)"^i (2) 
Di qui si deduce anclie con un semplice scambio fra x ed y : 

a5i _ /• = (aj-j/) \y^* + (oj+n-l) y^ + (a?+n-2)*y"^ + . . . + (aof l)»^ j. (2)' 
Vediamo dunque cbe : (a funzione intera : 

x»^ + (y + n - 1) x"=* + (y + n - 2)* x*^ + . . . + (y + 1)*^ 
è simmetrica in x ed y. 

2. Dalla definizione di y^ si ha anche : 

(-y)^"=-y(-y + t)(-y + 2)...(-y + x-i) 



anche 



cioè : 



(-y)^ = (-i)^-y(y-i)(y-2)-. .(y-^+t) 
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Se in questa formola poniamo in luogo di y le quantità i/+n-l. essa ci dà: 

(y + n-x)S^ = (-l)^.(-i/-n+l)^. 
il risultiito espresso dalla forinola (2) può dunque scriversi anche come segue : 

- { y-nHfaf'"' + . . . + (-'l)*-^(-t/-n+l)^» j 

e slmilmente per (2)'. 
Se poniamo 

onde 

si ha anche in luogo della (4) : 

e cangiando n in n + 1 : 

aj^*-(-2-?0^^ = (a?+z+n)|a^-2x""^+z«V'^-- . ..±a;"l (5) 

Noi vediamo dunque che alla formola ordinaria ; 

aj« - ^x«-« + 2«ac»-* - ... + (-- 1)* 2» = =^ -j— ^ — 

corrisponde nel nostro ordine di idee la formo '1 seguente: 

X* - ;j^'-* + 2*x»-* - . . . 4. (- D» 2-* = ? ^ ^ (8) 

X - (- 2 - n) 

ovvero anche 

fl.^* -;jaj*-*+2*a3*-«- ...+ (- 1)«;t» = (-l)'».t_— ^ L_ . (6)' 

;j — (— X — n) 

VOL. ZXXI. 38 
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3. Osserviamo finalmente che dalla (3) si ha: 

. (2/-xf = (-i)^(-y+i)^~ (3/ 

cosicché ponendo in questa formola —2 + 1 in luogo di j/ ed n + 1 in luogo di 
X , se ne deduce : 

Sostituendo ciò in (6) otteniamo ancora la seguente espressione : 

^ x + z-^n 

L'analogia di questa formola colla formola ordinaria : 



0?" - zaf'* + z*a;'*-* -... + (- 1)'';2'» = ■ 



x-\-z 



è meno manifesta , ma in compenso essa si può considerare come perfettamente 
simmetrica rispetto ad x e z. 

III. 
La regola di Raffini. 

1. Sia la funziono intiera f{x) ordinala secondo le potenze fattoriali di a?: 

f(x) = 00^**+ fli aj**^' + 0.1 oc^* + . . . + a,,., a; + o^ , 
si avrà : 

f(x) - f(y) = ao(®^ -2/«) + a, (05^ ^77*^) + . . . + a„., (x - y) 
quindi, applicando la formola (2) del § precedente : 

. ^^^^"^^^^ = aora?**^ + (y + n-1)x^-Ky-fn-2/£c^ + ... + (y+l)^ 
x — y L 

+ a, [05'*^+ (2/ 4- n - 2)a?*^' + (1/ + ?i - 3)*" x^*^+ . . .] 



Digitized by 



Google 



)( m )( 

+ o, [a?"^+ ly + n- 3)a^ + . . .] 

+ 0, [a;"^+ . .] 

+ . . . 
e ordinando il secondo membro secondo le potenze fattoriali di w : 

^-^^^^• = 00»»^+ [a.(!/-l-n-l)+ajx"~*+ [ao(y+n-2)*+o,(i/fn-2)+aJa;*^» 
+ rao(y + n-3)* + a,(y + n-S)* + a, (1/ + n - 3) + oj a;"^ 



x-y 



Se dunque si ponga: 

= Po a?""* + Pi a""* + P» 05»- » + . . . + p,_, a? + p„_, 



m.-dM-. ^»-,4-„.^«-.u.«.«,«-^. 



as-y 
i coefficienti Po « Pi i Pi • • • si calcoleranno successivamente mediante le formolo: 

Po = 0o 

Pi = Po (y + n- ') + «! 

Pi = Pi(y + n-2)^at (I) 

Vì = Pi(y + n-Z) + a, 



P«-i=Pn-i(y +!) + «„_,. 



La regola espressa da queste forinole corrisponde alla regola ordinaria , cosi 
detta di Ruffini , per calcolare i coefficienti 9o • 7i • • • • > 9n-i "^'^o sviluppo 
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2. Se si prosegue il calcolo indicato dalle (1), cioè se si pone : 

considerando che 

sì ?ede che il valore cosi trovato per p^ sarà : 

P» = «0 y"* + « 1 2/^ + • • • + ^n- 1 y + «Il 
cioè 

Pii=f(y). 

Le formole (1) alle quali si aggiunge la (2) possono dunque servire per il 
calcolo pratico del valore f{y), quando la funzione intera f(x) si trovi già ordi- 
nata secondo le potenze fattoriali di co anziché secondo le potenze ordinarie. 

IV. 

Derivazione delle funzioni intere e sviluppo di Taylor 
eeoondo l'interpretazione fattoriale delle potenze. 

1. Data una funzione razionale intera di x sotto la forma ordinaria: 

f{x) = a-o 05* + a, a?*"* + a, a?*"» + . . . + a„„, x + a« (1) 

è evidente che essa può sempre porsi » ed in un unico modo perfettamente de- 
terminato, sotto la forma 

f(x) = Ao af^+ A, a^"^+ A, x^^ 4- . . . + A«., 05 + A^ («)' 

essendo le A dei coefficienti costanti. Per distinguere la (I)' dalla forma ordina- 
ria (1) chiameremo la (1)' forma siraordinaria di f{x). Ad ogni funzione intera 
di X del grado n vanno dunque annessi ?i+ I coefficienti orlifiiri: ao,a, ,... ,a^ 
ed n + 1 coefficienti straordinari Aq , A, , . . . , A^ perfettamente determinati (•). 



(*) I coefficienti di una fanzione intera f(x) ordinata secondo le potenze fatto- 
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Ciò premesso, chiameremo derivala fattoriale (o straordinaria) di fix), e la in- 



dicheremo con f\x) , la funzione intera del grado n - 1 in a; : 



f\x) = nkoX''^* + (n - 1) A, a?*'* + . . . + 2 A^.,ac + A„., (2) 

che si deduce dalla forma straordinaria (1)' di ^(x) con una legge affatto simile 
all'ordinaria legge di derivazione con cui dalla forma ordinaria (1) si dedurrebbe 
l'ordinaria derivata fico). 

Applicando alla funzione /'(a?) la derivazione fattoriale si otterrà la derivata 



fattoriale di f\x) , che si chiamerà derivata seconda fattoriale (o straordinaria 



di f{x) e si indicherà con f'\x), e cosi via. Si avrà evidentemente : 

/'■^==n(n-l)Aoa*^+(n- 1)(n--2)A,a"^+... + 2A„.j . (3) 
e cosi di seguito; cioè in generale (per k<,n): 

J^)==[h\{^]^Kx'^ + (^^^ (3) 

2. Poste queste deQiiizioni , si ha , dando ad x un incremento arbitrario /i, 
oltre alPordinario sviluppo di Taylor: 

lo sviluppo : 



affatto identico nella forma allo sviluppo (i) » salvo la interpretazione fattoriale 
delle potenze di li e delle derivazioni. 

Per dimostrare la (4)' non si hi che ad interpretare nel senso fattoriale l'or- 
dinaria dimostrazione della (4) fondata sul teorema del binomio. Si ha invero , 



riali di x hanno anche importanza per la risoluzione numerica delle equazioni. Così, 
ad esempio, la regola dei segni di Cartesio è valida, come vedremo a suo luogo, 
quando si applichi a qaesti coefficienti, anziché ai coefficienti ordinari. 
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partendo dalla forma (1)' di f(x): 

fico + li) -- Ao (a? + hfi- fii(x + hf'* + . . . -h A„_» x + A„ 
e sviluppando le potenze f;ittoriali dei binomi come ai § 1 : 

+ AJa)^+ } 



d'onde segue subito la (4)' ordinando il secondo membro secondo le potenze fat- 
toriali h j I? , À*, . . . e tenendo presente la (3). 

3. Se nella (4)' si fa (r = e si cambia quindi li m co , si ha l'analogo del 
teorema di Maclaurin, cioè: 



Li lil \3 



e cambiando invece x in U ed h in x-h; 



Aac) = A/i) + (aJ-/0~p + (x-/i)'^ (6) 

diilla quale dedurremo più in giù i teoremi analoghi a quelli che si deducono 
dalla corrispondente formola or'iinaria : 

Osserviamo intanto che la formola (6) unitamente all'analogo della redola dì 
Ruffini espressa dalla formola (I) del § precedente ci permetteranno di costruire 
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l'analogo dei così detto quadro di Horner per il calcolo pratico dei valori 






Altro' modo, equivalente al precedente, di definire la derivata fattoriale 

di una funzione intera. 



1 . Se nella formola (iy del § precedente : 



f(x + h) = f(x) + hr(x)^h^^-^^ + . , . + /i«4i^ 

L2 [n 

poniamo h = — 1, essa ci dà — 

poiché evidentemente : 

Si ha dunque anche, per la derivata fattoriale f'(x) di una funzione intera f{x) 
di una funzione intera f(x) già definita al § precedente quest'altra definizione 
equivalente 



nx)^nx)-nx-\). (D 

Dalla equivalenza delle due definizioni discende cosi il teorema seguente: Se: 

7(CD) = Aoaj'* + A4a?^^ + Aia?*^4- . . , 4-A„.,a? + A„ (2) 

è una funzione inlara di x ordinala secondo le potenze fattoriali iella stessa x, 
la differenza f(x) — f(x — 1) si ollerrà portando in orini termine di t{x) V espo- 
nente a coeffidenle e diminuendo contemporaneamente V esponente (fnttoriale) 
di un' unitàj cioè : 

f (X) - /-(x - 1) = n AoX~* + (n - 1) A, x*^ -f . . . + A„.,. (3j 
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2. Dalla (1) si deduce derivandone i due mombri rispetto ad x nel senso 
fattoriale 



r(«?)-/'cac)-Aaj-l). (l) 

Ma, se dalla (1) si sottrae Teguaglianza analoga . 



si ha: 



f\x) - f'ix - I) = ax) -?/•(» !) + /'(»- 2) 
a sostituendo in (4) : 



f'\x) = f{x) - 2 na5 ~ 1) + /^(o? - 2). (5) 

Derivando ancora nel senso fattoriale si otterrebbe similmente 

r"(àc) = nx) - 3 r(ac - t) + ìfix - 2) - f{a> - 3) (0) 

In generale poi si troverà con un procedimento identico a quello ben noto C) 
che conduce all'espressione generale di una differenza i^^: 

f^Hx)==nx)^Qfix^\)'^Qf{x-2)^...±f{X'-i). (1) 

3. Più speditamente ancora possiamo giungere a questo risultato introdu- 
cendo un simbolo operativo S definito dalla eguaglianza 

8/'(^) = Ax-l) (8) 

dove il primo membro rappresenta il risultato deirapplicazione del simbolo S alia 
funzione f{x). In base alla (8) si può scrivere infatti la (1) come segue : 



nx) =(l-5)r(x). 
Derivando nel senso fattoriale si ha di qui similmente : 



r(a;) = ^l-3)[(l-8)A(x)] 



(*) Cfr. Serret: Oours d'algebre supérieure sect. I, chap, VII. Théorie des 
différences. 
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il che può anche scriversi 



e derivando ancora 

F^' (I - 5) [ (I - 8)V(a?)] = (I - 8)» Aaj) 

cosicché dopo i derivazioni si avrà : 

r^ = (l-5/A«) (9) 

cioè : • 

Wm^[\ - (j) z-^i^^ s^- . . . + i^nx) 

che è appunto la (6) poiché: 

6/'(a?) = /'(x-l) , £V(x) = 8/-(aj - l) = r(aJ-2), 

4. Prima di chiudere questo § osserveremo clie la perfetta analogia, che ha 



hiogo fra /"'(x) ed f'{x) dcflnite mediante la logijc di derivazione polinomiale , 
si mantiene, fino ad un certo punto, anche quando si raffronti la definizione ulti- 
mamente data di /'(acj come diffurenza colia definizione di f'(x) come coefficicnle 
differetìziale. Queste due ultime definizioni possono infatti rappresentarsi colle 
scritture seguenti : 

Notiamo finalmente che se nella formola, analoga a quella di Taylor data 

nel § precedente sostituiamo in luogo delle l^%x) le loro espressioni (9) essa si 
cambia nella seguente : 

(10) Aa,**)=f(a,H»n::^'+M<i=^?) + ... + /.»li::^ . 

voL. xxxu 39 
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la quale non differisce sostanzialmente da un noto sviluppo , simile a quello di 
Taylor, di cui si tix molto uso nel calcolo delle differenze finite (*). 



VI. 

Espressione della somma delle potenze fattoriali m^^ dei primi n numeri 
naturali.- Altre formole relative a tali potenze. 

1. Dalla formola 

r(^)=f[x)^nx-i) (1) 

si deduce ponendo successivamente oc-l ,07-2,... ,x — ^-hl in luogo di x : 



r(^-i) = Aa3-l)-/"(a?-2) 



/•'(a? - /i + 1 ) = r(a; - /i + I ) - /^(OB - h) 
e sommando membro a membro tutte queste egunglianze : 



r{x) +/'(«-!) + f'iX'i) + . . . + r'(a?-/t^ i) = f{x) ^ [{X - h) (2) 

anche, ponendo a? - ft + I = f : 



/'(0 + rO+l) + . . . + r(«th-l)=^(i-h/i-l)-fa-l) (2/ 

Questa formola ci con luce facilmente alla espressone più semplice delta somma 
1.2.3...m+2.3...(»H-|-l)-h1.4... ('ni-2)*- ... f a(/ihl) ...(nf/?i-l) 



t^n 



= Vie »-1)^/ +2). . .«4.m-l). 



(•) Ofr. Serret I. e. 
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Prendendo inratti : 

f{(Xi) = aj(a? + \){x + 2) . . . (a? + m) = ac"^ 
onde, per la legge di derivazione fattoriale : 

/lìac) = (m4- l)«aj(x+ 1) . . . (aj + m- 1) 
la (2/ ci dà per ( = 1 ed /i = n 



onde 



(m+1) 2 i{i-\-ì) ... a+m-1) ^/-(n) -/"(O) = n(a+l) ... (n+m) 






Colle nostre notazioni possiamo dunque scrivere che 



l« + 2« + . .. + n'*=-^?^ — . (3)' 

Si vede di qui che il problema di trovare la somma delle potenze m^^ (nel 
senso fiUtoriale) dei primi n numeri naturali ammette una soluzione assai più 
semplice di quella del corrispondente problema per le potenze ordinarie , per il 
quale detta somma si sa soltanto determinare in generale per via ricorrente. 

2. Come altra applicazione supponiamo che nella formola (1) del $ prece- 
dente si assuma : 

f{x) = a:(05 4- 1) (a; + 2) . . . (oc + n - 1) = oc» 

cosicché sarà : 

^*)(a?) = n(n- 1) . . . (n-i-f- l)-a?*^* 

/(a?-l) = (x-ir y Aaj-2) = (a?-2)», . .. 

La detta formola ci dà in tal guisa: 

n(M-l)...(7i-irl)a?^< = a;«- (j)(aj-lf + Q)(a;-2)«- ... -h(-"J/(!)(^-t)* 
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e ponendo x — i — y: 



/ - (*) (y + D" + (2) (2/ + 2;» - . . . ± Q (y + 1)" 



a) 



= (- l)'n(rt - i) . . . (n - i+ 1) (y + if^ 
Per y = questa formola ci dà in particolare : 

• 

= (- 1)*+' n(n - 1) . . . (n - 1 + l)-i«-« 
che si scriverà meglio cosi : 

(i)''-(2)2""+-'±c)''"=<-*>"'-(r)-i^*-» ^^> 

anche dividendo entrambi i membri per [n : 

OC) - (Dcr) - (^)("r )- - ±(:)(t'r')=<-'>'-(r) i <« 

VII. 

Relazioni fra i coefficienti ordinari ed i coefficienti straordinari 
di una stessa funzione intera 

1. Data la funzione intera Hx) sotto la sua forma ordinaria: 

possiamo facilmente, dopo quanto si è visto, trovare un meto lo semplice per de- 
durre dai valori % , a , a^ i valori dei coelBcienti A, , A, , . . . A^.^ della 

sua forma straordinaria 

(2) f(a?) = Ao a?" + A, ^«+ AjaF*+.. . + A„.|X + A„ 
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Dallo sviluppo di Mac-Laurin (§ IV) 

paragonato con la (2) segue infatti 



(3) 



A, = ^ . (4) 

D'altra parte la formola (1) del § V ci dà per sd = : 

r*HO) - m -(*) /"(-OH- (2) A- 2) + . . . ± /(- i) 
Si ha dunque : 

A„..=fj{/xo)-Q/'(-i) + (2)r(-2)~...±r(-i)i (5) 

dove per f{-h) si sostituirà il suo valore ricavato dalla (1) cioè: 
(6) /^(~;i) = ao(~/0'* + «,(-V"'+...+ a„.4M) + a;, . /i = 0, 1, 2, ... , i. 
2. Per 1 = 0,71 si ha evidentemente dal confronto dì (l) e (2): 

Aq = Oq , A„ = a^. 
La (5) ci darebbe per izi^n : 

*«"[^k^^^ " CO ^^^^^ ^ (2) A- 2) - . . . ± fC-n)} . (6) 

Dev'essere dunque identicamente rispetto alle a^ , a, , . . . , a„ 

+ (2) i ^o(- 2)» + a,(- 2^-* + . . . + ao j 
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- (s) j «o(- 3r + a,(- 3)-« + . . . + o, j 
+ 

± (") i «oC- n)" + a, (- n;»-« + . . . + a. j 

opperò devono verificarsi sempre le seguenti relazioni : 

|„ = _ (V) (- „• + Q')(-V - (;) (-3)- .... ± (»)(-nr 

» =-('0(-l)"- + ('j')(-2)"--(3)<-''"-+--±(")<-")"'' 

=-C;)(.„.-.+(s),_».-._(j)(-3r^ ...(;)(- 



-n) 



■-1 



=(?)-2(?)+K8')---^»(") 
Si ^0 dunque in generale per 0(;ju nitmero inltro e positivo i inùiore di u : 

(v)-''-©-^'+(s)-3'---±a)-"'=» w 

c per i = n : 

(^).r- (S)-2-+(;).3--. . . ± ("„)•«• = (-l>-|o_ (8. 
La forir.ola (5) del § prec. ci dà invece» qualunque sia Vinlero positivo: 

In Tirtù delle formolo (1) ed (8) il risultato della sostituzione delle espressioni 



Digitized by 



Google 



)( 311 )( 
(C) nella (S) conterrà soltanto i coefQcienti 0^,0^,0^... a,.^ ; cioè si ha : 

Hr'L<A^,=[(;) - (2)2»+(3)3"-...±(;)*']«o 



• + (-')"-*-'[(ì) - (2)2'-^ (3)3'^'-"±(i)H«« •^- 

8. Si assuma corno caso particolare a, = I , a, = n, , . . . , = a, = cioè 
■f{x) = JB*. Ponendo : 

»» = a;* + C, òF» t C» x^^ + . . . + C,_, a; + C„ (H) 

doTC le G sono dei coefficienti numerici costanti , ricaveremo dalla (10) t>er un 
coefficiente qualunque C„^^ l'espressione : 

«.-.='---Fi(')-®-H'3)»'--±(<)'"ì- "^) 

Si avrà in particolare : 

c»=o 

1 _ 2» + 8»-» 

c._,=(-ir'— V — 
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Per C, si Im immediatamente dalla (1 1) eguagliando i coefficienti di x""*ne' 
due membri : 



Dovendo questo numero coincìdere col valore dato dalla (12) si trova la formola: 

(»;')-(»j>..("F'-)3"-.±(J:l)(-)-=(-')""-^^^ «') 

e cambiando n in n+ t : 



\»+i 



Da quest'ultima formola paragonata colla (9) in cui si faccia i — n-hi risulta 
chiaramente che le equazioni (1) ed (8), che per i^n si possono anche riassu- 
mere ncirunica equazione : 

(l)^-(2>*-^(3)3'--±(n)n'=(-ir'(l)lid.-« . (*^") (»6) 

analoga alla (9), perdono la loro perfeUa analogia colla (9) appcnachè si faccia 
i > n. 

4. Crediamo utile aggiungere qui alcune altre forinole mediante le quali i 
coefficienti A, , A^ , considemti all'art. 2 si potrebbero calcolare per via ricorrente. 
Tali formole si deducono dallo sviluppo analogo a quello di Taylor (§ IV) : 



nx + /i) = f(x) + lifix) + h^ Q^+ . . . + A» t^ (11) 

sostituendo per h un numero intero negativo che indicheremo con — t (t<n). Si 
avrà allora: 



fts^i , /i5-^(-i)(-t+ 1) = i(£- 1) , A» = -i(t-l)(/-2), . . . 
/t»~=(-1)'-<|-i ,h^=(-j)^|f , /i<+^ = , /ì^ = 0,.. . 
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cosicché hi (11) diverrà : 

fix-i) = fix) - 1\ n^ + '-^ nS) -...+(-!)*-• j-^ f^(a))+(- 3)*/^) 

(18) 

= fip') " (ì) z"'^) + (2) ^^) ~ •• • + (- *)*''(ììi) '^^^^^^ + (- ')'^^- 

Di qui si deduce (per t > 0) 

(-i)*-r*')(»)=r(aj)-(;)m+(2)r(^)----+ m 

S. Facendo ce = si ha dunque paragonando colia (4) : 

(- 1 )^^ |2 A,., = A„ - (;) A„_, + (i) Il A„., « (5) 1^ A.., + . . . 

(20) 

+ (-i)**(iÌi)|i:iA„.(,,o-A-^)- 

Se ordiniamo per maggior comodità f{x) secondo le potenze fattoriali cre- 
scenti di Xt cioè poniamo : 

f(x) = Bo + B^ 05 + B, ac* + B^ a? + . . . + B^oj^ (21) 

la (20) si può scrivere come segue : 

(«l)<+*|i^B^ = Bo-iB, + (i-l)*B,-(i-2)»B3 + ... 

i>0 (22) 

+ (-l)-i2^»B,.,-n-t). 

Del resto queste ultime formolo si possono anche dedurre più semplicemente 
dalla (21) sostituendo in essa successivamente o^^ — l ,x = — 2,x = — 8,... 

{continua) 
VOL. zzxi. 40 
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REMARQUES 



SUR 



LA THÉORIE DES NOMBRES 

ET SUR LES FRACTIONS CONTINUES 



PAR 



EUQÈNE CATALAN (1). 



I. 

Fraotions oontinues inverees. 

1. Préliminaires. Soient , sous forme abrégée , les fractions continaes in- 
verses (•) : 

x = a . 6 ,c , .• . p , 9 , r (1) 

y = r , flf , p e , 6 , a (••) (2) 



(*) Oerono» Nouvelles Annales de MaihématigueSj 1842, p. 1. 
(**) Nou8 snpposons, nne fois pour tontes, x>l. 



(1) L* Illustre Antere ha raccolte in qnesta Memoria, presentata alla B. Acoa^ 
demia delle Scienze del Belgio, le correzioni di talane proposizioni inesatte apparte- 
nenti alla teoria dei numeri ed a quella delle frazioni continue. 

Egli ci ba invitati a pubblicarle nel nostro Giornale, perchè possan riuscir utili 
ai giovani, risparmiando loro la noia di discutere le dimostrazioni contenute in libri 
che possono aver per le mani, le quali egli ha qui rese esatte e semplici. 

La Direzione 
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Soient 

_P Q^ R __ 

les trois dernières réduites de ce. 
Oa a 

R = Qr + P , Q = Pq + N C = Bc + A (•) (3) 

R' = QV + P' , Q' = P'g + N', ...C' = B'c+l (4) 



Done 



-jY = r , 9 ,p , ... c,6 , = 2/ (5) 

|7 = r,q,p, ...c,6 (••; (6) 

Cette nouvelle fraction continue est le développement de y, abstraction faite 

R' 
du dernier terme a. Autrement dit , --, est Tavant-dernière ré>iuite de y. Oa a 

v! 

dono ce théorème inaportant, connu sous le nona de Ihéorème de Gerono (•••) : 

R 

^1 » H7 ^^^^^ '^« deuo? dernières réduites de la fracUon continiie x , cclles 

de la fracHon inverse , y , sont rr, t 7: • 

si Vt 

2. jBemarQue. Soìt -y la réduite antépénultième de y. 



A cause de 



on a 



R = R'a + X , Q = Q'a + X' (7) 

X R-R'a 



X'^Q-.Q'a 



(8) 



(•) A = a. 

(••) A cause de B' = 6. 

(***) Ne Tayant trouvé ni dans Lagrange ni dans Legendre, je pensa qu'on pent 
Tattrìbuer au savant et regretté fondatear des Nouvelles Annales. 
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3. Application. Soient, pour fixer les ìdécs : 

05 = 3, 2, 5, 4, 2; 
y = 2 , 4 , 5 , 2 , 3- 

Les réduìtes de x sont, d'après la règie onlinairo 

3 138 159 356 
l ' 2 Mi ' 46 ' 103' 



et celles de y : 



2 9 47 103 3^ 
1 ' 4' 21' 46 M59' 



On a dono, dans ce cas particulier : 

Q=159 , Q' = 46 , R = 356 , R'=103 . X = 47 , X' = 2I ; 

puis 

356__R t03_^R' 41^ 356-103.3 
159"* Q ' 46 -Q" 21 ^ 159-46.3 *' 

conformément à ce qui précède. 

n 

Fractions oontinues symétrìques. 
4. Problèhe. Connaissanl 

a? = a,6,c,...,p,^,r, (1) 

y=r ,g ,p, . . . ,c, 6,a, (2) 

trouver 

w = a,6,c,...p,g,r,r,g,p,...,c,i5,a (•) (9) 



(*) La fractìon u est composée d*un nombre pair de termes ; ce qne l'on peut 
toDjours snpposer d'après une propriétó connue. 
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Les formules (3) , (4) donnent 

B_ Qr + P .^Q. 

Pour obtenir la yalcur de ti , il snfQt de remplacer , dans cette expression 
de a; , r par 

Ainsi 

Q'(r+?) + P' B'+^" 

QQZ+RR' ^^ . ^ ' 

Q* + B* 

5. Remarque. La fraction -,, . p-, est irréduelible. En effet , les nombres 

yy + KK 

entiers Q , Q' , R , R' satisfont à la condition 

QR»-RQ' = ±1 (12) 

R' 

6. AiUre remarque. L' avant-dernière réduite de y étant — ; si, dans la 

Q' 
valeur de x (4) , on remplace r par r+^ , on aura T avant-demière réduite 

de u. On trouve , ainsi , la fraction irréduelible -^ — ^^^ . 

7. Proprie/è imporrante. Soit» comme cì-dessus , 

tt = a,6,c,...p,g,r,r,q,p,..*c,6,a (9) 

une fraction continue symétrique. On vient de voir que ses deux dernières ré- 



(•) Nouvelles Annàles , 1849, p. 177; Mémoire sur les fractions continues , 
p. 137 ; etc. 
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duites sont 



QQ'4-RR'_Q. Q« + R* _R. ,,. ,,». 

Q'^ + R^'Q', ' QQ'+RR'~R', ^ ^' ^^ 



DODC 



Le numéraleur de l'avanl-dernière réduile de u est ègal au dénominaleur 
de la derniere ; ou, sous forme abrégée, 

Q, = R',. (14) 

8. Anlre propriélé. La réduite ^^f- étant de rang^pair, od doit, en appliquant 
l'égalitè (12), adopter le signe -. Ainsi 

ou, à cause de la condition (14) , 

Q,«+I=R,Q\; (15) 

ou cnfln 

(QQ' + RR)* + 1 = (Q' + re*) (Q" + R'«). ( 1 6) 

Cette égalité nous servirà plus loin (**). 

9. Application. Soit 

tt= 1 , 2 , 3 , 3 , 2 , 1. 

es réc^'uites successives sont 

2 3 jO 33 16 105 
1 ' 2 ' 1 • 23 ' 53 ' 76 • 

Avec les notations précédentcs» on a dono : 
Q = 3,Q' = 2,R=10,R' = 1 »Q, = 16 , Q', = 53 , R,= 109 , R\ = 76 = Q,. 



(*) J* emploie les notations Q, , Q', , R, , R', , ponr simplifier. 
(^*) On peut encore la démontrer en observant qne 

1 = (QR' - RQO*. (12) 
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On doit trouver : 

76 = 3.2+ 10.7 , 53 = 2» + 7« . 109 = 3* -f 10«; 

ce qui a lieu , en elTet. 

10. Problèhe. Trouver une fraction u doni le dévcloppemenl soit symétrique. 
Prenons, arbitrairement, Q = 37 , B = 42 : ces dcux norabres sont preraiers 
entre eux. II en résulte 

R, = 37» + 42» = l 869 + 1 764 = 3 188; 

puis réquation 

37R'-42Q' = -1 (•). 

Celle-ci est yériflée par Q' = 15 , R' = 17. 
D*aprè8 ces yaleurs de Q , Q' , R , R' : 

Q, =QQ'+RR' = 37.15 + 42.17 = 555 + 7 14 = 1 269, 
Q', = Q't + R'« = 1 5* + 17» = 225 + 289 = 5 14. 

La fraction demandée est donc r^ns • 
Ed effet, on trouve 

u = 2,2,7, 1 , 1 ,7,2.2; 
puis les réduites 

2 5 37 42 79 595 1 269 8 183 
T' 2 ' 15 ' 17' 32' 241 • 514 ' 1269" 

La condilion de possibilUé est dono qu*une des équations 

QR'-RQ' = ±1 (12) 

admette, pour Q' , R', des valeurs posUives (••). 



(•) Pour le motif qui aera indiqué tout & Theure, j'adopte le signe -. 
(**) L*équation 

27B'-42Q' = + 1 
n*en admet pasi 
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11. Remarqué. Au lieu d'opérer corame il vient d'etre dit, on pourrait, dans 
une des équatioss 

QR'T1 = RQ'. 

prendre , arbìtrairement , Q , B' , puis décomposer le second nombre ea deux 
facteurs convenadlemcnl choisis. 
Soient, par exemple, 

Q = 31 , R'=n; 
d'où 

630 = RQ'. 

Oa satisfait, à cette équation, par 

Q'=15 , R = 42; 

et ces yaleurs sont convenables (•). 

ni 

Sèrie de Lamé. 

12. Un cas parliculier. Supposons que , dans la fraction u, tous les termos 
soient égaux à 1 ; et , pour plus de ciarle, posons 

V, = l,l ; Y, = l, 1,1,1 ; V,= l, 1,1, 1,1,1; etc. 

Nous aurons 

D'ailleurs, si l'on cberche les réduites successives de V,„on trouve 

1 2 3 5 8 18 21 

ì ' 1 ' 2 ' 3 ' 5 ' T • IS ' ^^>^'' 



(*) Il en réstilte, eomme ci-dessas, 

= 2,2,7,1,1,7,2,2. 
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Il est clair (à cause de la loi de formation) que Ics numérateurs sont les 
termes de la sèrie de Lamé (*), et qu'il en est de raéme pour les dénominateurs 
(abstraction faite du premier). 

Si M, est le n'*n»« terme de la sèrie de Lamé, on a donc 



v.= "- 



D'ailleurs, la loi de récurrence est 

Wn = W„_|+l/«-2 . (w>2) (18) 

Ayec les notations déjà employées, on a donc : 

R=w„ , R'=ti^.,:nQ , R,=]f,„ , R'i=u,„., . Q'=w„.t > Q\=W2„.,; (19) 

puis, par les formules (18) : 

W2«-(w«-,)* + (uJ«, (20) 

W2»-i = t«n-i(w«-2 + ^'«)- . (20 

Les théorèmes exprimés par ces deux formules nous semblent dignes de re- 
marque. lls sont dus, cn partie, à Èdouard Lucas (**), 

13. Remarque. D'après la formule (21), it„_, divise t/j^., ; ou, ce qui revient 
au méme : 

Dans la sèrie de Lamé, le icrmc de rang n divise le terme de ravg 2n+1. 

14. Vériflcalioiis. Nous reproduisons lei les quarantetrois premiers termes 



(*) Oa de Fibonacci, 

(•*) Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard de Fise ; Mathesis (1887, 
p. 207), (1889, p. 234). Ce tiès savant Arithmoìogue^ dont la fin prématurée cause 
tant de regrets, a troavé bon nombre de théorèmes relati fs à la sèrie de Lamé. Peat- 
étre la modification qu*il a era devoir faire subir à cette célèbre sèrie Ta-telle em- 
pèchè de les énoncer simplement. 

VOL. zxxi. 41 
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n 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


«« 


1 


2 


3 


5 


8 


18 


21 


34 


65 


89 


144 


233 


377 


n 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


«» 


610 


987 


1597 


2 584 


4181 


6 765 


10 946 



n 21 
u^ 17 711 



22 

28 657 



23 
46 868 



24 

75 025 



25 
121 393 



26 
196 418 



n 27 

Un 317 811 



28 
514 229 



29 
832 040 



30 
1 346 269 



n 

Un 



82 

3 524 578 



33 
5 702 887 



84 
9 227 465 



31 
2 178 309 



85 

14 930 852 



n 
tu 



36 
24 157 817 



37 
39 088 169 



38 
63 245 986 



n 



40 



Un 165 580 141 



41 
267 914 296 



42 
433 494 487 



102 884 155 



43 

701 408 783 



On doit trouver 



5 = l» + 2* . 13 = 2* -h 3* , 84 = 3» + 5«. 
89 =: 5* + 8», ... 483 494 437 = 10 946» + 177 1 1« (••). 

De plus : 

2 divise 8 , 3 divise 21 , 5 divise 55 , 8 divise 144 , . . 
701408 783 (••♦). 



17 711 divìse 



(•) Notes sur la théorie dea fraclìons continues . etc. , p. 10 . La table publìée 
dans le beau Móraoire de Lucas, cité ci-dessus, renfernie une faate typogvaphiqne ; 
au lieu de 21 157 817, il faut : 24 157 817. 

(••) Le premier carré = 119 814 916 ; le second, 313 679 521, etc. 

^•♦•) Le quotient est 39 603 = 10 946 + 28 657. (Voir le tableau cicontre). 
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IV 

Généralisation de la sèrie de Lamé (*). 

15. Prélimirìaires. Soicnt 

\^=^a j a ; V4 = a,a,a,a; etc. , 

a étant un nombre enlier, En partant de Vj - a , on trouve , cornine réduites 
successives , 

a a* + 1 a» + 2a a* + 3a* + 1 g^ -h 4a» 4- 3a 
T ' a ' a* + l ' tt» + 2a ' a* f 3a* +1 ' 

Aiosi 

w« = aw„., + tt„., (22) 

ti, = a , t/, = a* -h 1 , w, = a, + 2a t (23) 

et 

V„=^, (24) 

corame ci dessus (i7). 

Il est clair que les relatlons (20) , (21) subsistent. On trouve, en effet , 

a* + 3a»-f-l=a* + (a* + 1)* . 

a» 4- 4a« + 3a = (a* + 1) (a+ a* + 2a) ; etc. 

16. Limile de V„. En la désignant par V, on a, comrac on sait , 

ou 

V*-aV-l=0; 



(•) Les paragraphes III et IV ne font pas doublé emploi avec ceax qui por- 
tent les mémes titres dans nos Remarques sur la ihdorie des fraclions coniinues. 
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d'où 

V = |(a+ Va"*T4). (55) 

Tello est la limite de la fraction a , a , a , . . . 

17. liemarqucs I. Lorsquc a est un noinbre cntier » cette limite est inconi' 
mensurable ; car il n'existe pas de carrés entiers qui dilTèrent de 4. Mais , si 
Yon prend 

a = --^, (26, 

a et p étant dcs nomdres enliersy on aura 



v = -i 



quantité rationnelle. 
Par exemple si 

on trouve 



Ainsì, la fraction continue 



a = 2 I p=l, (21) 



a^l , V = 2. 



3 3 3 

2 • 2 ' 2 

a pour limite le nombre 2. 

II. a étant une quantité quelconqiie, u^^^i est, algébriquemenl , divìsible par 
u^ ; mais si a est rcmplacé par une fraction numérique , le terme u,„+| n' est 
pas, arilhméliquement divìsible par u^ (*). 

III. a étant un nombre cnlier, les termes de rang impair , à partir d'une 
certaine yaleur de n, ne sont pas premiers. Par exemple, dans la sèrie de Lamé. 
aucun des nombres 8 , 21 , 55 . ... n^esl premier (••). 



(*) On retroave ici ce qui est bien connu, relativemeat à la divisibilité , soit 
algébriquCt soit arithmétique. 

(*•) Au contraire, dans cette méme sèrie, les tortnes 5, 13, 89, l 597 , - . . 
sont premiers. 
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Résidus quadratiques. 
18. TiiÉORbME. Le nombre des résidus quadrallques, d'un nombre p, premier 

p-t 



P — 1 
impair, est ^ — (•) 



19. CoROLLAiRE. Le nombre des non résidus est, pareillemnnt , 

20. Théorèhe. Tout nombre p, premier impair, divise une somme de deux 
carrés ou de Irois carrés, premiers enlre eux (Euicr et Lagrange). 

Soit 

p = 2ft-|- 1. 

p— 1 
Nous pouYons former les ^ — cowptcs suìvants (•*): 



1 


2 


S 




ft-1 


2ft-l 


2ft-2 


2ft-3 


• • • 


ft + 1 



1^ Si h est résidu, il y a un nombre entier x . inférieur à p , et tei que 

a?« = M(p) + A; 



ou, en multipliant par 2, 



ou encore 



2a?« = M(p) + p-l; 
a;* + x*+ l =M(p). 



(28) 



2^ Si 2fc = p - 1 est résidu, on a 

a;« = M(p) + p-l, 



(•) J'omets la démonstration, parca quelle est simple et connue. (Voir Matro t. 
Journal de Longchamps, 1892, p. 172). 

(**) Démonstration de M. Matrot, ìoc, nt. 
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ou 

a?»-M=M(p). (29) 

3^ Si h et 2k sont non-résidus, les k réi»idus se trouvent dans les couples 
écrits ci-dcssus ; ce qui exige qu*un de ces couples contenne d(uix résidus. Au- 
trement dit, il existe deux nombres complémeiiiaircs, a, 2A; — a, et deux carrés, 
05* , 0?'*, tels que l'on a 

^* = M(p) + a , x'* = M ip) + '2/t - a. 

On conclut, de ces égalitcs, 

X* + a?'* =^ìll{p) + 2h = M(p) -h p - 1, 

ou 

a?«4-x'* + 1=M(p). (30) 

Les égaiités (28) , (29) , (30) prouvent le théo»*èmc énoncé. 

21. Remarque. Soient a , a' les résidus, par p , de deux carrés x* . x'*. Si 
X* + x'* est divisible par p , oh a 

a + a' = p. 
£n eiTet, 

X* = M (p) + a , x'* = M (/O + a'. 

Donc 

a7 + a?'* = M(p) + a-f a'; 

ou , à cause de rbypothèse, 

a-Ha' = M(p). 
Mais évìdemment , 

a+ a' < 2p ; 
ainsi , 

a + a' = p. (31) 

22. Excmple, Soient 

p=:l3 , x=«l , x' = 5 , a-. 1 , a- 12. 
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On a 

a;* + a?« = '26 = 13x2; 
et , en conséquence , 

1 + 12=18. 

23. Auire remarque. Il peut exisler plnsieitrs couples de résidus , egaux 
à p (•). 

Ainsi, dans le cas où p= 13} Ics résidus quadratiqiies sont 

1,4,9,3,12,10,12,. .1. 
Or 

1 + 12 = 3+10 = 4 + 9=13 (*•). 

VI 

Déoompositions en carrés. 

24. Théorésb. ToxU nombre p, premier mpair, qui divise la somme de deuo) 
carréSf premiers enlre cuce, est la somme de d^iiia: carrés (•••). 

Supposons quo p divise T* + T'* , T et T' étant premiers entro eux. Soii 



(*) J'entends, par là, qu*on peut avoir 

a + a' = ^-^ + P' = ^ + Y' = . . . = i?. 

La détermination da nombre de ces couples égaux est, peut ótre, un problème dif- 
ficile à résondre. 

(**) On peut généraliser, en considérant irois, quatre . . . résidus. 

A cause de 



il est presqae évident que 
Si p surpasse S, la s 
(*♦•) Il est inutile, évidemment, de considérer le nombre 2 = P + 1* 



n — . 1 

Si p surpasse 3, la somme dea —-— premiers résidus est divisible par p. 

2 
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S T 

^ ravant-dernière réduite de ^. Le nombre p divìse 

(T* + T'*)(S» + S'*) = (TS -h T' S')* + (TS' - ST')*. 
Le dernier carré est 1. Dono p divise 

On peut choisir a de manière que (ST f S'T'-a/j)* soit moindrc que p\ Con- 
séquemment, il osi tovjoiirs possible de, salisfaire à Véqnntion 

liL* + ! = pq. (32) 

dans laquelle p est un nombre premier, impair, et [x, un nombre entier , infé- 
rieur a p (*). 

Elie a méme forme que 

Qi* + I = E, Q/. (15) 

Dono on y satisfait (8) par 

25. Remarque. Le nombre q est la somme de deux carrés, de méme que p. 
De plus, Q' et R' sont premiers entro cux. Enfin, comme Q et R sont de parités 
différentes, p a la forme 4fcH- 1. 

26. GoROLLAiRE. Toul iiombre premier , impair , divise un nombre ayanl la 
forme jx' + T. En oulre^ p-1 est résidu quadralique de p (**). 

21. Tdéorìre. Toui nombre premier p, de la ferme 4k+ 1, eslla somme de 
deux carrés (Feimat). 

Le théorème précédent (25) peut étrc consìdéré comme établissant cclui-ci. 
En voici une autre démonstration, fort ingénieuse. due à H. Hcrmite (***}• 



(•) S'il en est ainsi, p — 1 est résidu quadratique de p, 
(**) La première partie a été démontrée ci-dessas |20|. 

(•••) Journal de Liouviìle^ 1848. Nous essayons de la réduire un peu, et de 
la compléter. 
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Supposons 

V?+Ì = pq iTh (32) 

Réduisons - en fractìon continue. Soient r^-. deux réduites consécutives , sa- 
tisfaisant aux conditions 

M < Vp , N > Vp . 

ti M' N' 

Les réduites correspondantes de - seraient ^ , ì^. Donc, suivant le cas, 

p M jN 

p"M "^MN * M p^MN* 



Ges deux formules sont comprises dans celle-ci: 

ou 

(MiJL-M'p)«<|l. 

Mais N* surpasse p. Donc, à plus forte raison, 

(Mii-M'p)«<p; 
puis, a cause de M* < p : 

(Mix-M'p)*+M«<2p. 

D'après Fégalité (22), le premier m^mbre est un multiple do p. Et puis- 
quMI est inférieur à 2p, il ne peut difTérer do p. Autrement dit : 

p = (Mii-M'p/ + M». (33) 

C. Q. F. D, 



(•) L'illustre Geometre, qui était bien jeune en 1848, aurait dù , pent-élre, 
prouver ou rappeUr la possibilité de cette équation (32), Aujourd*hui, il serait uìoìds 
laconique. 

VOL. xzxi. 42 
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28. Remnrque. L'équation (33), développée , est, si l'on tient compie de la 
condition (32) , 

M*})*-2MM'iJip + M*gq = p, 

ou 

M'»p-2Ma'|i + M»gf = 1. (34) 

On tire, de cellc-ci : 

M'*p = i+2MM'ji-MV (35) 

29. Yérìfixation. Nous avons trouvé 

p = Q« + R« , |i = QQ' + RR' , q = Q'* + R'». 

Bone l'équation (3S) est la memo chose que, 

M'« (Q* + R*) - 2MM' (QQ' + RR') + M* (Q'» + R'*) = 1 . 

cu 

(Jl'Q-MQ7 + (M'R-MR')*=l. (36) 

Celle-cì est réductible aux deux systèmes suivants : 

(M'Q-MQV=1 , M'R-MR' = 0; 
M'Q-MQ' = , (M'R-MR')* = 1. 
Le premier donne 

M' ~ K' '- 

. N 
ce qui est inadmissible ; car la réduite ^ n' exislerail pas. Le sccond systèmc 

conduit à 



M'~«' ' N'~R" 



(37) 
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Ainsi, dans la démonstration donnée prccédemment (*;, on dolt avoir 

M = Q < V p". , N = R > n/p" . (38) 

30. Aimlicalion, Soit - = 

|A 

3,2,5,4,2,2,4.5,2,3. 

Lcs réduites sont 

3 7 38 159 356 87^ 3 840 20 071 48 982 152 017 
l'2*U'l6'TÒ3'252*llll' 58 071 ' 12 725 ' 43 982 ' 

Donc 

q = i , r = 2 , Q = 159 . Q' = 46 . R = 356 , R'=103, 

p = 15-2 0n (••) , jx=43 982 , g = 12125. 

31. Thèobème. Si un nombre premier p, n'esl pas la somme de deux car- 
m, p* est la somme de Irois carrés (•**)• 

1® Supposons 

p = a* + 6* + e*. 
On a , identiquement , 

p* = (a* + b» + c'^}* = (a* + 6* - c«)* + (2ac)* ^ (26c)*. (39) 

On ne peut avoir, ni c = 0, ni c* = a* f 6*; car, dans le premier cas, p sc- 
rait la somme de deux carrés ; et, dans le second, ce nombre impair serait égal 
à 2(a» + 6«). 

2® Soit, maintenant , 

p = a» f 6* + e* + d* ; 



(•; Celle de M. H ermi te. 

(••) Le nombre 152 017 est premier {Table de Burckhardt p. 17. 

(•**) Dans les Eecherches sur queìques procìuits indefinis (1873;, j' ai concia ce 
théorème , de la considóration des set ics elliptiques. Il restait à le démontrer d' une 
manière élémentaire. 
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puis 

p* = (a* + 6» - e» - d*)» + 4 (a» + 6*Kc* + (P). 
L e dernitìr terme est réductiblc à (2/^)* + (2f/)*, en faìsant 

f:=ac±bd , g^ndfbc. (40) 

Ainsi 

p» = la* ± 6» - c« - d*)« + [2(ac ± 6d)l« + [2(ad T 6c)l*. (41 ) 

Olì ne peut supposer 

e* + d* = a* + 6* ; 

car p serait pair. 
Si ac^bdf on a 

p = tt* 4- 6* + e* + d* ± 2ac T 26d, 

ou 

p = (a±c)* + (6qFd)«, 

contre rbypothèse. Meme conclusion si ad-bc {*). 

32. Remarque. Un nombre premier, de la forme 4A:— l,peut ótre, àia fois, 
la somme do trois carrés et la sommo de qualre carrés. 

£a3emp(e : 

19 = 9 + 9+1=16 + 1 + 1 + 1. 

33. Suite. Dans ce memo cas, p', somme do trois carrés, peut étre la somme 
de quadre carrés. 

Eonemple. Soit 

p=l9. 
On a 

p» = 361 = n* + 6* + 6» = 1 6» + 10« + 2* + P. 



(*) D*aprèd le théorème de Bacbet (voir pina loin) , il est inutile de supposer 
p égal à la somme de cinq carrés, de six carrés, etc. 
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3i. Thkobèmb. Toni nombre premier , p , divìse une somme de deux , trois 
ou quatre carrés, premiers entre eiix (*). 

Considérons, seulement, les deux derniers cas. 

On prut toujours, le nombre p étant donne, sntisfaire à Féquation 

a5« + flD'« + l=Mrp), (30) 

dans laquelle x ai af sont ìnférieurs à p. 
Si Ton ajoute jj* aux deux membres, on a 

x« + a'* + i +jj« = M(p). 
La première équation a la forme 

A« + B« + C* = M(p); (42) 

et la seconde» celle- ci : 

A» + B» + C»-f D« = Mfp). (43) 

C. Q. F. D. 

35. Remarque. L'équation (43) est. comrae on l'a vu, réductible à 

a* + 6* + c* + d* = M(p); (44) 

a , 6 , e , d étant des résidus quadraliques , moindres , en yaleurs absolues , 

P 
que^. 

36. Lemur. a , 6 , e , d , a' , 6' , e' , d' étant des nombres quelconques , on 
a, identiqueroent» 

(a* + 6« + e* + d*) (a'* + 6'* + e'* + d'*) = 
(aa' + 66' + ce' + dd7 + (a6'-6a' + Cd'- de')* \ (*♦) (45) 

+ (ac' - ca' + d6' - 6d')« + (ab' - 6a' + 6e' - c60* 



(*) Cette proposition, essentielle^ a été omise par Legendre. On la troave dana 
Y Algebre supérieure de Serret (t, II, p. 98. 
^••) Mentite d'Eulet. 
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37. Rcmarque. Si Von mppose 

a* + b* + e* + d^ = nq, 
a'=a-na , b' = b-n? , c' = c-nY , d' = d-n5, 
" > q » a , p , Y I S ciani des nombres entiers, on a 

aa' + bb' + ce' + dd' = nq - n (aa + bp t c^ + d8). 

ab' - ba' = n (ba — ag) ; etc. 
En conséquence 

(a» + 6* + c« + d}) (tt'* + 6'* 4- C* + d'*) = f M (n) \\ 

Oli 

q (a'* + 6« + e'* + d'*) = M (/i). (i6) 

38. Théorème. Tout nombre premier impair, qui divise une somme de qiiatre 
ca?rrs , premicrs en re evx y non rédiiclible (•) , est la somme de Irois oii de 
qualre carrés. 

tSoit 

N = A« + B« -f C* + D* = M(p). (47) 

Divisons , par p , les nombres enticrs A , B , C , D , en prenant chacun des 
quotients par défaut ou par excès de manière que le reste correspondant soit, 

en valeur absolue, inférieur à ^p. 

Nous pouvons écrire, au lieu de cette égalité, 

a^ + [>2 + e* + d* = pg, (48) 

q étant un nombre entier, et les carrés a^ , 6' /e* , d* satisfaisant aux conditions 

a*<|p« , 6*<^p*,... 



i*) Cela sìgaifie que le dividende , 3' il est la somme de qualre carréi , n' est 
pas la somme de troia carrés ou de deux carrés ; etc. i 
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Sì 

réquation se rédiiìt à 

p = a* + 6» + e* + d*. 

\insi, le nombre p serait la somme de quatre carrés , au plus; et le théorème 
scrait démontré. Supposons donc q > ì. 
Nous avons 



P?<4(^) , 



ou 

q<P (49) 

Le quotient q divise 

a* -h ft* + e* + d« ; 

donc ii divise 

(a - aq)« + (6 - ^qY + (e - y?)* + (d - 8g)*. 

On peut choisir les entiers a , p , y , 5 , de manière que chaque carré soit 
inférieur à t Q^. Ainsi, sous forme abrégée , 

a'* + 6'* + e'* 4 d'* = qq\ (50) 

avec la condition 

q'<q; (5!) 

puis, à cause de regalile (48) , 

(a* + 6* -h e* + d^) (a'* + 6'* + e'* + d'«) = pq* p'. (52) 

On a vu , précédemment [37], que le premier membre est divisible par q'. 
La suppression de ce facteur donne une nouvelle équation : 

a"t + l'n + e"* + d"« = pq'. (53) 

Si q' = i , on a 

p = a"-* + 6''^ -h e"* + d"*, 

le théorème est démontré. 
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Mais réquation (53) a mème forme que Téquation (50). Donc, Tapplication du 
procède employé donnera une équation 

a'"« + b'"' + c'"« + d'"* = pq'\ (54) 

avec la condition 

Les nombres entitrs q » q' , q'\ . . . allant en diminuant, le dernier d*entre 
eux sera I. C. Q. F, D. (•). 

!^9 Application numérique, Soient 

A = 48 , B = 59 , C:=62 , D = 83. 
de sorte que 

N = 2 304 + 3 48 1 + 3 844 H- 6 889 = 16 5 18. 

N est divìsible par le norabre premier 2 753. Ainsi, il faut décomposer 2 753 en 
trois ou quatre carrés. 
É?idemroent « 

a=A , ò=B , c=C , d=D; 

puis 

g = 6. 
Ensuite , 

a' = ±(48-6a) , b' = ±(59-6P) , c' = ±(62-6y) , d' = ±(83-6o); 

puis 

a' = , 6' = -l , c' = 2 , d' = -l. 

L* équation (50) est 

1 + 4 + 1=69', 



(*) Cetie démonstration est dae , je crois , à Legendre. Mais , dans la Thèorie 
des Nomhres, elle est un peu difficile à snivre. De plus, rillustre Geometre suppose 
que tout nombre entier N, admet un divisenr premier, supérieur à VN ; ce qui n est 
pas. Voir, sur ce point, les Mélange» mathèmaiigueSj t. Ili, p. 160. 
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ou 

On trouve ensuite, par les forraules du n* 37, 

a"=-l8 , b"=r~276 , c" = 72 , d" = t32. 

Par conséquent, 

18* + 976« + 72*-f 132«c=6*p, 
ou 

p = 3* + 46* + 12* + 22* = 9 + 2 1 16 + 144 + 184 = 2 753 ; 

ce qui est exact. 

40. TiiÉoRÈsE DE BiUHET. Toul uombre enlier est carré ou est la somma de 
deuWy trois ou quatre carrés. 

r Soit 

N = pPqTfr«. .. , 

p % q ,T étant premiers, impairs. 

On vieni de voir que chacun de ccs facteurs, p, par exemple, est la somme 
de quaire carrés, au plus. Dono, par Tidentité d'Euler (36), si N n'est pas carré, 
ce nombre est la somme de deux trois ou quaire carrés. 

2» Si 

N = 2»pPqlfr5+. . ,, 

comme 

2=l*+t«, 

est la somme de deux carrés : la conclusion subsiste. 

VII 

Sur une Note de IVI. Matrot. 

41. I. Au Congrès de Marseille (1891), M. Matrot a communiqué une demon- 
stration, fort remarquéc , du théorème de Daclict Je ne la crois pas à l'abri de 

?0L. xzxu 43 
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toute critiquo. De plus, la Noto du sayant Ingénieur, publiée dans le Journal de 
Longahamps (1891, p. 169), contient bon nombre de fautes typographìques (*). 

II. Dans son Apergu hisiorique sur le Ihéorème de Bacliel^ M. Hatrot énonce. 
ce théorème empiriquc d'Euler (••) : 

Vii enlier ne pcul se déconiposer en qaalre carrés fraclionnaires ^ que s*il 
esl décomposable en qualre carrés enliers. 

Ce théorème ine parait fuux. Jc crois, en efTet, avolr démontré celui-ci : 

Toul nombre entier est, d'une iap,nUé de manièreSf décomposable en qualre 
carrés fraciionnaires (•**). 

Par exemple ; 



'=(I)'-(t)^(t)'-(t)" 

=(i)"^(i)^(i)^ay 
=(¥)^(i)^(i)^(+)'- 



eie. 

III. La démonstration donnée par H. Matrot a été roccasion du présent 
traYail. 

Liège, aoùt-octobre 1893. 



P. 8. 



Dans la démonstration donnée au n. 31, ricn n*exprime que p est un nombre 
premier. Dono : 



(•) Voir, par exemple, les deux premióres lignes de la page 160, 

(••) Congrès de Marseille, p. 289. 

(•*•> Mélanges maihémaliìueSf t. Ili, p. 165. 
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1^ Si un nombrc impair N, no7i carré, n'esi pas la somme de deiix car- 
rés, N* es( la somme de irois cairés; ou, par le théorème de Bachet : 

Si un nombrc impair ^ N, est la somme de trois carrés ou de qualre carrés, 
H* esl la somme de Irois carrés ; puìs , évideniraent : chacun des nombres N* , 
N* , N** , . . . esl la somme de trois carrés ; 

2^ Pour passar au cas où N est pair ^ il sulYit de multiplicr, par 4» IG, 
64 , . . . les deux membres des égalités (39] , (41). 

Le théorème peut donc étre ainsi énoncé : 

Si un nombre N esl la somme de trois carrés ou de qualre carrés , N* esl 
la somme de trois carrés. 

9 novembre 1893. 
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L'ANALISI ALGEBRICA 

E L'INTERPRETAZIONE FATTORIALE DELLE POTEXZE 

PER 

ALFREDO CAPELLI 
{Conlinuazione vedi pag. 313). 



Vili. 

Prodotto di due polinomi ordinati seoondo le potenze fattoriali di x. 

1. II problema di ordinare secondo lo potenze fattoriali di x il prodotto di 
due polinomi in ac, ognuno dei quali si suppone, per dato, già ordinato secondo 
tali potenze di x dipende evidentemente dallo stesso problema per il caso di due 
polinomi, ognuno dei quali sia una semplice potenza fattoriale di x. Essendo dun- 
que m ed n due numeri interi positivi qualsivogliano si tratta di determinare i 
coefficienti costanti «i , «2 1 • • • > «m+a-i P^J Q"^^' si ha identicamente : 



Ora, facendo f{a)) = x^'X'^ nella formola (5) del § prec, si ha intanto : 

«<=i™Ì3i-(°'r)<-"">"'-m<-^r<-»'"'--'. 

restando naturalmente eccettuato il caso speciale di m = 7i = 0. 

Ma, supposto per fissare le idee m>ìi, è chiaro che ogni prodotto 
(— /i)"*-(— h)", in cui è /i un intero positivo, sarà eguale a zero se m>/i+l, onde 
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lii forinola precedente deve ridursi come segue : 

Ma cvi.lcnicmente si hn : 

(-«!)"' = (— I )*"•>"' . 
(-(m+ !))"=(- 1)". 2™, 



quindi si può anche scrivere : 

<"«'=^<K"'r)-''-<-»'-(rro-*-(-<"-))""---ì 



o anche, per i<:n 






ovvero : 



a, „ = ' jc-„f - ("7')(-c»H))-^ + {";%- (-^')"" - • • •! 



ovvero anche : 

(5) (=1)«.a,= J-- j(m-n+ir .. (''p'(m-n+2r + (^ -*)(m-n+3f- . . .j 



Per i > n la (3) ci dà evidentemente a^ = 0. Si ha dunque : 
(6) a„^(-l)»(tn-n+l)"~ /a,+, = , «,+, = , ... , a„^^ = 0. 
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Sì può prevedere che per i = la (5) deve dare a^= I. Cioè, se si pone 
m - n + 1 = 05 si deve avere : 

Ed inralti questa uguaglianza lia luogo identicamente, qualunque hia il valore di 
X , come si vede dalla identità (4) del § TI facendo in esse i = n. 

Se poi nella forraola (4) del 5 VI poniamo m + n + 1 in luogo ài y ed n-i 
in luogo di t, 'essa ci dà : 

(m- n+ir - (^^^){m-n-\-2f + (V)(^'i-'*+3r - . . . ± (rn-ì+l)^ 

= (- ir"*-(i + l)^-(m - i + 1)^ 
Sostituendo ciò in (S) viene : 

(8) a^ = til! (i + ìf^ivi - i + 1)^ 

ovvero finalmente: 

.9) «. = (- l)'C;)(m-i+ lf=(- l)'L< ('!) (7). 

II risultato della nostra ricerea si riassume dunque nella regola seguente : 
86 m ed n sono due interi positivi quali si vogliano e sia m > n , si Ita iden- 
ticamente : 



X-. x« = X-' - (7)C;)a'''^' + (r)(2 ) \^^' 



.m+n-i _ 



-(?)a)i3x^.....(-„.(„"')(;)i,..> 

Il prodotto dei monomi nel senso fattoriale difTerisce dunque dal prodotto 
dei monomi nel senso ordinario in questo che alla semplice regola 
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va sostiluito Taltra : 



<«» 



(10)' X*. a?-"=a?'^-« + ^ ^"" ^^*Lt (7) ("J) »*^''^- 

?. Di qui segue facilmente la regola per il prodotto di un polinomio qua- 
lunque : 

tto oc* + a, X*"* + ttj 05*^+ . . . + a^_| aJ + a» 
di grado m in a? per il monomio x^ . Si trova subito che : 



yt-x 



(II) 



(«.-(V)(;)".-(?)G)i«».)-' 



.»+«-« 



^(".-rr^)(n».>(T')G)L»«.-(3)G)i»".> 



,«1-«-S 



Si potrà ora passare agevolmente alla forraola generale, che ometteremo per 
brevità, del prodotto di due polinomi. Noteremo soltanto che, in virtù della (IO)' 
essa si può riassumere come segue : 

(a®+ a^x^ a,aB*"+. . . + a^.a?*)(6o + 6|® + fc^JC^-i- • • • -f-6j,aj") = 
(12) 

3. Se in luogo della espressione che sta nel secondo membro della (10) con- 
8iJeri{imo rcspressione che se ne deduce sostituendo ad ogni potenza fattoriale 
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Ih rorrispondentc potenza ordinaria, cioè l'espressione : 

x— + 2(-l/li.(7)(!*)x— * 
vediamo che quest'ultima espressione può anche scriversi cosi : 

a?'*jx"*+ 2](^ 'Kj ^*^^~ ^^ " • (m-i + l)aj"»-<l. 



anche 



ovvero anche 






«•|('-rJ>t 



Ciò posto, se fico) è una funzione razionale intera qualsivoglia di ce, noi in- 
dicheremo d' ora innanzi con \f{x) la funzione intera di x dello stesso grado che 
si deduce da f{x) ordinando f{x) secondo le potenze ordinarie di a? e sostituendo 
poi in luogo di ogni potenza ordinaria la corrispondente potenza fattoriale. Cosi 
ad esempio : 



\Sx^ - 2x* + 05 + 1 = 3x' - 2a?« + X + 1 



|(2aj* - 3)(x + 1) = i2x3 + 2^« - 3i» - 3 = 2a?» + 2x^ - 3x - 3. 

In base a tale notazione è chiaro, dopo quanto si è ora veduto , che il risultato 
espresso dalla formola ^,10) può anche esprimersi come segue : 

(10)" x^-x'"= ix** j(i - ^y^""! = h*^ i(* - è)**^** [ • 

4. Dalla definizione che abbiamo data del simbolo ìjyó) emerge chiaramente 
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che, se C ò una costante : 



\C'r(x)=c\f{x) 

e che 

I fix) + 9(0?) + ^{x) + . . . = \f^) + |9(cc) + 1^^ + . . . 

Abbiamo dunque per la (10)": 

(Go + dtX + a^X' + . . . + a^a?*") a;'* = a^x* j- a^x x"^ + a^x^v^ + . . . + a^ x^ oc" 



^13) = Oo^ + aJa?*» Yi - ^Xx + o, |a*».(l - ^)V+ ... + aJx^Yl --t^)V 
' I \ ^ac/ I \ c?x/ ^1 \ . cxJ 



= |ac"' f ^ — ò- j («0 + 0^0; + OtOD- + . . . + a„ o?"*^ 
ovvero anche per la 2* espressione (IO)'' 

(U) - I ja.+ a,x(l - 4) + o,(r'(l - 4)* + • • • + ««^«"(l - 4)" j^" 

Se poniamo dunque : 

F(aj) = ao + a^x -f GjX* + - . . + a^» x* 
cosicché : 

(15) |f^= tto + a^x + a^a?^ + . . . + a,« x"* 

e consideriamo che 

(l-|^)"F(x) = F(a.)-QF'(a.) + (;*)F"(x)-...±(;;)FW(a,) 

vediamo chela (13) può scriversi così: 

^ (Ifi) Fc^.x'^ = |x^JF(a;)-QF(a^) + (2)^"(ì»)--.±Q)f^''U^; 
voL. XXXI. 44 
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= iB»F(a?) - f^\ la?- F'(aj) + (^\ |a5»F"(aj) - . • . ±(j[) U"F<"(a!)- 

5. Sia ora un'altra funzione intera 4>(a;) qualunque : 

^{x) = b^ + b^a + b^ + . . . -i- b^w'* (17) 



cosicché 



|*(,x) = bo+ bfX + btX*~+ . . . + 6,x» 



(H)' 



Dcilla (16) ponendo successivainente 7i = 0, I, 2, e inoUiplican'io al tempo stesso 
per b^ , bt , b^ ... si deducono le seguenti eguaglianze : 



|F(aB).6o = lF(a5)&o 



\¥{x)'b^x=\F(x)^b,w -\F'{x)b^x 



lF(x).6^» =lF(a!)-6,aj*- 



F'(x)(j)6,a5»+ V"ix)-Qbtaì 



|F(x) • M"»' = \f{x) . M» - I F'(a?) • (^) ^fl?» + F" (ac) • (^) ftjX» - jF"'(a?) • Q^z^t 



|F(x).6»a*"= |F(a;).ò,aì"- |f'(x).(")6,x«+ ^"(aj)-^) ft,x" 

Sommando tutte queste eguaglianze membro a membro e tenendo conto della 
(17)' viene: 



|F(x) \<I>{x) = \'P(x)<I>{x) 



-|F'(ir)JM+Q)M» + (^)M' + .- +(j)''.«"i. 

+ |f" (X) jQ) M» + (2) ^««''Kg) »♦«'* + ••• + ( J) ^«' 1 f 
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- 1^"(^) Ka) *» «=» + (3) ^ ^' + . • . + (3 >• «^ 1 



cioè anche per la (17) 



\Fiw) \^(x) = |P(x) *(ac) - \F\x)-x^'ix) + 1 \F"(x)-x* *"(») 
(18) 



- j4 |F"'(a5)-aj» *'" (») + ... ± r?-|F«»)(a?).ic»«W(iB) 
La L** 



ovvero, Qnalmente: 



(19) \¥{x) |*(aj; = 

il che si scriverà brevemente 



F(a5) <b{co) - i xF'ix) «'(ce) +7! ac' F"(a;) <l>™(a!) 



\F{co) \<inx) = 
09)' 



\F(x) \<t>(x) = \F(x)<b{x) + 



1=7» 



dove è indiflerente intenderò per n il grado di F(x) o di 9{x); o, meglio, si in- 
tenderà per n il più piccolo di questi due gradi 

6. Si indichi ora con fix)\ , essendo f{x) una funzione intera qualsivoglia 
di X la funzione intera dello stesso urado clic si deduce da /'(x) ordinando prima 
f(x) secondo le potenze fattoriali ac" , ic""* , ... di a? e sostituendo quindi ogni 
potenza fattoriale x^ colla corrispondente potenza ordinaria cc^; cosicché so 



sarà 



f(X) = Oo®** + Oi 05**"' + . . . + On-lJ» + «Il 



f{x) 1 = a^ 03** + a, 05"""* + . . . + a^.i x-^a^ 
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Da questa deQnìziono e da quella che già si ò data dal simbolo \f{x) segue evi- 
dentemente che 

Ciò posto dalla (19) si dedurrà evidentemente che : 

I F {co) \<S> (X) = F {X) * (05) + V 1—1 F(') {X) *(') (X) 



essendo n il più piccolo dei gradi di F e 4^. 

1. Esempio. Per meglio rischiarare la teoria che procede, ed in ispecie per 
fjir vedere come la formoli (19/ si presti praticamente alla risoluzione dt»! pro- 
blema di ordinare il prodotto di due polinomi scconlo le potenze ffutoriaìi di a?, 
daremo qui Tintiero calcolo relativo ad un esempio particolare. 

Supponiamo che si voglia ordinare seconilo le potenze fattoriali di x il prodotto: 

(x^- 2x«- 3) (3a5»"-h 20?»" - 1) 
si porrà in tal caso : 

F(aj) = a?* - 2x2 - 3 , *(J7) = 3x» -f 2x* - l 
e si calcolerà immediatamente . 

F' (x)= 4a;«-4x , 0' (x)= 9x* + 4x 
F" (X) = 12x* - 4 , *" (X) = I8x + 4 
F"'(x)^24a? . *'"(a?)=18. 

Dì qui si dedurrà con moltiplicazioni ordinarie di polinomi : 

F(x) *(x) = 3x' + 2a7« - 6x' - 5x* - 9x^ - 4x* + 3 
F'(x) *'(a?) = 36x5 + 1 6x* - Z&x^ - \ 6a?« 
F"(x) <t>'Xx) = 2 1 6x» + 18x* - 1 2x - 1 6 
F'"(x) *'"(x) = 43207 
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cosicché si trova : 

F(cc) *(x) - xr(x) *'(aj) + ^ F"(a?) *"(a?) - %- F'"(x) «'"(a?) 

lo lo 

= 3a;'-f 2x«- Gx» - 5x*- 9x'-4x* + 3 

-36x«- 16x«4-36a7»-h 16073 

+ 108x« + 24x*-36a?»-8a?* 

^12ir* 

=:^ 307' -^ 34x« + 86x5 - nx* - 29x3 - I2x* + 3 

Si concludo dunque che : 

(x«"- ^x*" - 3) (3x3" -h 20?* - 1 ) = 3x^ - Sicc^ + 86x5 -17x*-29fl?5"-12or^4- "5. 

8. Se si scrive la formola (10)' nel senso fattoriale coiravvertenz-i di eseguire 
la derivazione nel secondo membro colla regola data al § IV e quello del primo 
membro colla regola data al § V e si osserva che : 

x^o?^ -(x-ir(x-l)" = x"*^* x'^^ {{co+m - l)(x + H - 'l)-(a? - 1)M 

= a;*^^ x^*^« I (m + n)(x - 1) + mn | , 
viene : 

(21) x"*^ x^^ i (m + 71) (X - 1) + mn \ 
Per 0? = 1 si deduce di qui la seguente formola : 



X 



,«+«-t-i 
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c quindi anche : 

che del resto si può anche ottenere direttamente dalla (IO)' per a?=l. 

IX. 

Estensione al prodotto di più polinomi. 
1. Consideriamo ora il prodotto di tre funzioni intere di a?: 
(Ax) = Oofl?"* + a^€^* + . . . 
l9(flP) = 6oa?" + ò,a;^^H- . . . 
\^(x) = c^^a;' + c,qb'"* + . . . 

cosicché 

/■(») = ax^ -f a,a)"*"* + . . . 

f{x) = 6x* + ò^o;""* + . . . 

f{x) = Cd?' + c,aj'"' + . . . 

La formola (19)' del § precedente ci dà primieramente: 



\f{co) 19 (^) = 2 -[i - ''^'^ ^""^ '^'^ ^^^ 



colla convenzione : 
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e moltiplicando entrambi i membri per \^(x) ed applicaudo nuovamente la stessa 
fcmola : 



\r{x) \<}(x)\^(x) = 






dove i limiti superiori della sommatoria si omettono per brevità, potendoli sempre 
prendere ad arbitrio purché abbastanza grandi. Possiamo anche scrivere : 



Ifix) 19(0?) |i(a;) = 



2 2S^»'-(^'-^'^(^)-T^**^(^))^^^ 

1=0 1=0 L* L? ^ 



>=0 t=0 



Ha si ha, per il teorema di Leibnitz : 



Quindi si può scrivere 



|/'(aj)|?(a?)|tKa?) = 






^{f) 



anche, evidentemente : 



dove gli indici t , h , /t' , h'' possono variare comunque, gli uni indipendentemente 
dagli altri, fra e + oo colla sola restrizione i>h. 
Si ponga ora: 

< + ft' = a 



(3) 



t + h" = p 



Digitized by 



Google 



)( 352 )( 
Risolvendo queste equazioni rispetto ad i , k , h' , h" si trova : 

/i' =(-P 
(3)' 

Dalle (3) e (3') si vede che ad o^ni sistema di valori delle i , /i , /i' , /t" cor- 
rispoi ùi' un unico sistemii di valori delle a , g , y . i e reciprocamente. Siccome 
poi dalla (3)' segue : 

(4) i - A = (a + p ~ - (a + P - T - 20 = « - Y 

ed 

cosi è chiaro che il risultato espresso dalla CI) può anche scriversi come segue : 



(4) '\l\x)\<f(x) \^(X)^ 






U,/3,y l«^?+Tr-2fMlf-?l(-Y 



dove la sommatoria va estesa a tutti i sistemi di valori, intieri e positivi (anche 
nulli) delle a , ^ , y , ( per i quali le espressioni di h , h\ K\\ date delle (3) 
riescono positive al pari dell'espressione di i-h data dalla (4), Le restrizioni da 
imporsi alle a , ^ , y sono dunque espresse dalle diseguaglianze : 

!a<f , p<f , Y<« 

Del resto queste restrizioni coincidono precisamente con quelle necessarie affinchè 
quattro fattoriali 

|Q^ + g + Y-2t , [Li? » iLli • lini 
che figurano nel secondo membro di (4} abbiano un significato. Si vede dunque 
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che le restrizioni espresso dallo (5) possono anche omettersi, purché alla conven- 
zione già fatta: |0 = I si aggiunga Taltra: \--h = co^ quando ^ è un numero in« 
tiero positivo. 

Operando sui due membri di (4) col simbolo | si può anche dedurre da 

(4), analogamente e quanto si è fatto nel $ preceJente , la formola equivalente : 



2. Se si fa Y = 0, è necessario fare contemporaneamente a=p = { affinchè il 
coefficiente : 



(6) 



|flt-hp + T-2f \l-a [f-.p 1(-Y 



riesca diverso da zero, ed allora questo coefficiente si riduce a 

Di qui si vede che prendendo ^(a))^ì la formola (S) ricade precisamente nella 
(l9)' del S precedente. 

Per 7 = I si 'potrà prendere ancora a = p = ^ ovvero a = ( - 1 , p = ^ ovvero 
finalmente a=:<,p = (-l,ea seconda di questi tro casi il coefficiente (6) si 
riduce rispettivamente a : 

(- 0^^* (-1/ (- 1)' 

ìizl ' lini * 1^-* 

Per ^{x) = (Jo la formola (5) ci dà cosi in particolare: 

1=0 li 

fe=o 11 L ( 1 

e riunendo in un'unica sommatoria: 

^=oJLz1 ( * ) 

Febbraio I89i. 

(Coììtimin) 

voi.. XXXI. 45 
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SULLA TEORIA DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 



MONOGRAFIA 



DEL 



Dott. GIORGIO FLORIDIA. 



INTRODUZIONE 



Studiando la Meraoria dell' Hamburger * Bemerhung fiber die Form der 
Integrale der lincaren Differeniialgleichungen mil verànderlichen Coeffkienlen 
« volume 16 del Creile' s Journal, ho osservato che molti risultati precedente- 
mente dati dal Fuchs nelle due Memorie « Zar Theorie der linearen Differen- 
tialglcicliungen mit vèrdnderUchen CoeffirÀenlcn » volumi 66, 68 del Creile' s. 
Journal, si possono ricavare con un calcolo molto più semplice, sostituendo al si- 
stema fondamentale di integrali del s'g. Fuciis il sistema fondamentale del sig. 
Hamburger. Quest'osservazione ha dato origine al presente lavoro. 

Esso si può considerare come una Monografla compilata suli'accennata Memo- 
ria del Fuchs, volume 76 del Crelle's Journal, sulla citata Memoria dell'Ham- 
burger e sulle due Memorie del Casorati a Sur la dlsliìicUon dcs inlégrales 
des équalions dilTérenUeUes linéaires en sous-groupes (1881) e Calcolo delle dif- 
ferenze finite »; ma ho anche tenuto conto della seconda Memoria del Fuchs , vo- 
lume 66 del Crelle's Journal, del Cours d' Anilyse, Tome III del sig. Jordan 
e della Memoria del Tannèry (kProprtétés des inlégrales des équalions différen- 
tielles linéaires à coeffidenls variables ». Ho modiflcato qualche dimostrazione, 
ne ho aggiunte delle nuove ed ho introdotti molti ragionamenti intermediari. Ho 
sviluppato particolarmente certe considerazioni relative al modo con cui il valore 
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di ciascun integrale particolare in un punto B dipendo daila linea che unisce B 
ad un punto di partenza A e per togliere le dilTicoltà pratiche che s'incontrano 
nella determinazione di si fatti valori in B e per far conoscere la connessione dei 
valori in A e B, ho stimato opportuno introdurvi una breve esposizione della me- 
moria del Fuchs « Ueber die Darslellatig der Fanclionen complexer Variabeln 
insbesonderc dcr Inlcgrale linearer DllJercnUalglelcliungen » volume 75 (1873) del 
Crelle's Journal. 

Infine ho anche sviluppato estesamente il concetto della irriducibilità delle 
equazioni differenziali lineari a coefficienti monotropi e quello di fattori integranti 
ed equazioni aggiunte. 

Negli ultimi paragrafi ho messo a profitto queste ultime nozioni per ricavare 
dei teoremi più generali di quelli che il Probenius nella Memoria. « Veber die 
algcbraische Auflòsbarkeil der Gleichimgen dercn coe/ficienlcn ralionale Funclio- 
ìien einer Variablen sind » volume 14 (1872) del Crelle's Journal ha dato 
per il caso speciale in cui le sopraccennate equazioni differenzicili hanno tutti i 
loro integrali che diventano fluiti in ogni punto singolare a^. quando sono molti- 
plicati per potenze finite di x^a^. La dimostrazione da me data dei teoremi in 
parola si fonda sopra un calcolo simile a quello che il sig. Thomé ha. eseguito 
nella Memoria « Zur Theorie der Unearen Differentialgleichungen » volumi 74, 75, 
76 del Crelle's Journal. 



I. 



In questo lavoro studierò gli integrali dell'equazione differenziale lineare omo- 
genea 

in cui i coelTìcienti 7>i . . . Vm ^^^^ funzioni analitiche monodromc nell'intorno dei 
loro punti singolari, quando non si apporta alcuna restrizione sui valori della va- 
riabile. 

Indichi T il piano della variabile indipendente ed a, o^ . . . Op i punti di que- 
sto piano in cui uno o più dei coefficienti p diventano discontinui. 

Questi punti, che, secondo il Weierstrass, chiameremo punti singolari, 
possono essere in numero finito od infinito, ma se hanno un gruppo limite, questo 
deve trovarsi al contorno del campo : essi inoltre possono essere punti singolari 
essenziali e non essenziali. 

Sia a? = cCo un punto qualunque del piano T, diverso dai punti a^a^ . . . a^. 
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Neil* interno del cerchio che ha per centro questo punto e che si estende al 
più vicino dei punti singolari le funzioni analitiche p, p, — Pm sono sviluppabili 
in serie che procedono secondo le potenze intiere e positive di od - x^. Queste se - 
rie sono convergenti per tutti i valori di as presi nelFinterno di detto cerchio che 
costituiscono l'intorno del punto x^. 

Voglio ora dimostrare che si può sempre determinare una funzione y anch'essa 

sviluppabile secondo le potenze intiere positive di x-Xq, convergente neirintor* 

(fi/ (V^" ' 

no di aco e di tale natura che y, 7^ , ... , 7-51=1 possono assumere nel punto Xq ar- 

QX (JX 

bitrari valori dati. 

Siano KoKf . . . K^., siffatti valori. 

Per mezzo deirequazione differenziale data e di quelle che da essa si ricava- 

no con successive derivazioni si determinino i valori che ■—: e le derivate di or- 
da"* 

dine superiore assumono nel punto x = x„. Indicando questi valori successivamente 
con Kg. K^^i . . , , la serie 

(2) yr=K^ + K»(aj-iCo) + ..-4-R„-i(a?-a?or"* + Km(a8-^o)" + - • • 

per costruzione soddisfa formalmente Tequazione (1). Dimostriamo ora che la se-« 
rie (2) è convergente. 

Formiamo le derivate fino airm««'>«» del termine generale K„(x — a?©)* dì que- 
sta serie, sostituiamole nell* equazione (I) e facciamo la somma da n=0 ad n=:oo. 
Sostituendo anche al posto di p, p, • . • p^ i loro sviluppi in serie 

Pi = tto + a, (» - aco) + . . . 

Pi = 60 + '^i (® "■ ^0) + • • • 



p«=Ia + ti(3?-a?o) + 



si ottiene : 



2 n(n-l)...(n-m+l)K,(x-a5o)"""* 

fl»0 

+ K+«i(^-a5o)+.-.]'»(w-l) • • .(u-m+2)Rn(^-aa)*"**'*"' 
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+ [^+6,'x -aJo)+...]n(n-I). .(n-m+3)K«(a5-x«)*"""^* 

+ [Co+c/^-a?o)+...]'KH- I). .(n-m+4)R,j(x-a?o)*''*^' 
+ ....,, 

+ [/o+l|(^-a5o)^—]Kll(a7-aJo)^ 

Prendiamo in questa espressione il cocfllcientc di (aj-x^)*"*. Esso è eguale 
a zero . perchè una serie di potenze è identicamente nulla , se sono nulli tutti i 
suoi coefllcicnti. 

Si ha pertanto, uguagliando a zero detto coefficiente: 

n(n-l)...(n-m+l)K„+ao(n-Ì)...(n-m+1)K^_, 
+ [a,(n-2)...(n-w)+6,fn-2)...(ti-m+l)JK^_, 
+ [flj(n-.3)...{n-m-l)+6|(n-3)...(n-t?i)+ro(?i-3)...(n-m+l)]K„.5 
+ 

Indicando con F(n) il coefficiente di K^ e con 6\ il coefficiente di K^.^ l'equa- 
zione precedente diventa: 

f» 
da cui si lia : 

n 

(3) K. = -^-l-^ gG.^K..,. 

Le grandezze 6 contengono n ad un grado non superiore deir(m - 0"*^* ^^ 
grandezza F contiene n al grado m: dunque potremo scrivere 

0.' = n-.[«.. (.4) . . . (.-=i^) . V('4) • • • ('-=^fi) 
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r>„, = n-[(,-i)...(.-=^)]. 

Al limite, per n = oo, nella G\^ i termini che contengono le 6, e, ... sono 
infinitesimi : denotando con B^ ^, quantità che tendono air unità si può pertanto 
scrivere: 

(4) 

[ -F{?i)-^n"*&j. 



Sostituendo nella (3) si ha 



Da cui 



^^^ iK-i<ylK-.i-i»i-ivxi- 



Riprendiamo le serie che rappresentano gli sviluppi dei coefficienti dell'equa* 
zione differenziale nelT intorno di Xq. Poiché queste sono convergenti per tutti i 
punti di detto intorno, se M| ìf^ • . . M^ sono rispettivamente i limiti superiori dei 
valori assoluti delle serie p« P2 . • * Pm "^'1* intorno di x^ , si ha: 

(a) KIp'^^M, |6„|p"^M. ..igp«^M 

ove p è il raggio dei cerchio di centro Xq ed H il maggiore dei numeri M|Mt..*M|n. 
Si ha pertanto 

e 

supponendo che |3| sìa incluso in M. 
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Facendo incominciare la serie (2) da quel valore di n, per 11 quale sono per- 
messe le posizioni, (4), avremo 



Da cui 



|KJ<M-i.|R,.,l 






Ma si può sempre prendere n > M; Dunque si ha: 



|K„., 



<1 



cioè la serie (2) è convergente. C.V.D 

La convergenza di questa serie si può dimostrare anche nel seguente modo. 
Costruisco una nuova serie 

(6) 2K.(a!-Xo)- 



{*) Facendo incominciare, come è detto sopra, dal termine iv^ la serie (2), si ha 

(a) K,_, + K^(x - a;,) + K^+,(a? - x,)^ + 

I coefficienti K„ , K„^, »... di questa serie non coincidono con le K„ , K^^., , . . . 
considerate come coefficienti della serie primitiva , ma sono legati dalla medesima 
legge di ricorrenza come le K, , K^ , . . . ; opperò , se si dimostra la convergenza 
della serie (a), resta dimostrata anche la convergenza della serie primitiva. Bisogna 

K 

dunque dimostrare che è """' ■ < 1 per tutti i valori di i intieri e positivi , e non 

per il solo valore di i = 0. Ter questo basta esprimere , per mezzo della nota for- 
mola di ricorrenza, K^^^- e K„+/.| in funzione di K^.p Si ottiene sempre 

JL-±L < ^ , 

e però anche 

lim 3ii-<l. 
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ove KoKi ... K„_, sono rispettivamente i moduli di K^ K, . .K^., ed i successivi 
coefficienti sono determinati per mezzo d*un*cquazione dilTerenziale lineare otteniit-i 
dali*equazione dilTerenziale data ingrandendo, in modo opportuno, i coefficienti nelle 
serie che rappresentano gli sviluppi di p, . . . p^^ nel!' intorno di cc^: se dimostro 
che la serie (6) è convergente, resta dimostrato che tale è anche la serie (2), poi- 
ché, per il modo come sono stati formati, i coefficienti K^K^^i . . . risultano mag- 
giori degli analoghi coefficienti K^K^^^ . . . 

Per costruirò Tequazione differenziale che deve servire a determinare i cocffi* 
cienti K„ K^^i „... come sopra è stato detto, si procede a questo modo. 

Poiché i coefficienti delle serie p nella (1) soddisfano alle relazioni (a,) si ha 
che la funzione 






M 
f 



in valore assoluto é maggiore delle serie che rappresentano lo sviluppo di queste 
p neir intorno di Xq^ 

L'equazione (1) quando in essa si sostituisce f in luogo di Pi,Pi i-', Pm di- 
venta 

dee* ^ x-wXiio^-* d«"-» + • • • + y ; - "• 



Ponendo in questa, per brevità di scrittura, — — = z, ed osservando che 

P 

dx p dz ^ (ix* p* dz*' 



si ha: 

(7) 



<.-..0 = -M(.£->...SÌ.....,-v). 



Resta ora a dimostrare che la serie ZKn^;*, la quale soddisfa formalmente 
quest'equazione, é convergente. Facciamo nella (1) la sostituzione J/ - V « Kr*. 

Dovendo essere soddisfatta idcTiticamente T equazione che ne risulta, sono 
Uguali nei duo membri coefficienti di uguali potenze di z. Quando si considera la 
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potenza (n-m)"» di z si ha: 

n(n-1).. (n-m-hl)K«-(n-l)...(n-m)K„^,= 

-M[p(n-i)...(n-m-hi;K«_,+p^0i-2),..(n-m+l)K«.,+.,.+p'"K^.J, 

Da questa si ricava la seguente formola ricorrente per i coefficienti K: 

n '^«-'""7i(n-l)'^'»-^ ••• ^TòTTf) . . . (n-m+1) ^"-"'' ^^ 

Dividendo i due membri di quest'eguaglianza per K;j.f e passando al limite 
si ha 

,. K- ,. ?i-m-M-p ,. /, m+M\ . 
lim ^- = lim ^ = lira( 1 )=!. 

Sì ha quindi 

lim ^-^'^ 



La serie SK,j:;'* converge dunque per tutti i valori di z<ì e però la serie (6) 
converge per tutti i valori di x-Xq<p» Si ha da ciò ohe la serie (2) è conver- 
gente entro il circolo di centro (Vq e di raggio p, ove cioè sono convergenti i coef- 
ficienti deirequazione (1). 

Per ogni punto x^ nell'intorno di coq si può dedurre dalla serie (2) una nuova 
serie ordinata secondo le potenze di x - ac, convergente entro un cerchio che si 



{•) Le K sono crescenti, epperò è 

77 <^ * > • • • I ir ^ ^» 

Con ciò si può concbindere che è 

un. J^^ ^_^« = 0, . ... li. -^ ^^ = 0. 

w(n - 1) K^., »Kn - 1) ... (n - m + 1) K^., 



e quindi che è 



lim ri — = 1. 
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può estendere Tuori del primitivo. Questo sviluppo in serie che vogliamo indicare 
con p(oo\Xq\Xì)ì si dice serie dedotta rispetto al punto ca, dalla serie (2), che in- 
dicheremo con p{x\Xq). É stata adottata questa notazione per mettere in evidenza 
il punto, intorno a cui ha luogo lo sviluppo in serie. 

Da questa nuova serie si possono dedurre infinite altre, e da ciascuna di que 
ste nuove serie, e cosi via via. L'insieme di tutti questi sviluppi si chiama /unzione 
analitica, ognuno di questi sviluppi elemento della funzione analitica e Telemento 
p(x\Xf^), da cui tutti gli altri ebbero origine, si chiama elemento primitivo od ori- 
ginario. L'elemento p(x\Xq) per costruzione verifica l'equazione (1); se tutti gli al- 
tri elementi che da questo si deducono veriOcano la stessa equazione, la funzione 
analitica per definizione è un integrale dell'equazione difierenziale data. 

Vediamo ora se una qualunque delle serie dedotte ad esempio Pìx\Xq\Xi)^ ve- 
rifica l'equazione (1). 

La serie p{x\x^) è una funzione continua, avente un valore unico e determi- 
nato per ogni punto del suo cerchio di convergenza , essa inoltre ammette entro 
quel cerchio le derivate di tutti gli ordini , che sono altrettante serie di potenze 
colle stesse proprietà. Prendiamo i valori che p{x \ oj^) e le sue m — l prime de- 
rivate assumono nel punto x^ ed allo stesso modo come abbiamo costruita la se- 
rie p{x\Xq) costruiamo la serie determinata da questo sistema di valori. Questa 
nuova serie gode le stesse proprietà della primitiva , cioè soddisfa all' equazione 
(1), è convergente nell'interno del cerchio di centro a?, o clie si estende al più 
vicino dei punti singolari ed è di tale natura che essa e le sue m— 1 prime de- 
rivate assumono nel punto a?, il sistema di valori precedentemente determinato. 
Dico che la serie così ottenuta è nient' altro che la serie p{x\Xo\x^). 

Dalla teoria delle funzioni analitiche si ha: 

P(x\x,\ xi) = (p(x\ x^)) 4. (" A p (a? I xS) (X - 0?, ) H- 

''" W P^® ' ^«v,,^ (^-aj|)* + . . . + (^P(^ '^^0««i, (^""^•^* + • • - 

Questa serie coincide colla precedente se sono uguali i coeiQcienti di uguali 
potenze di a? -a?,. I primi m coefllcienti per costruzione sono ugnali nelle due se- 
rie: la coincidenza degli altri coefficienti si scorge subito se si osserva che i rima- 

/ et"* \ 

nenli coefficienti della serie pixlx^lXt) a cominciare da ^—p(x 1 ojjj^^^^ soddi- 
sfano aircquazione 
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ed a quelle che da questa si ricavano mediante successive derivazioni. Con ciò 
resta dimostrato che la serie p(a5|a?oI®i) verifica l'equazione (1): dunque la fun- 
zione analitica che ha per elemento originario p{x\Xq) è un integrale particolare 
deirequazione difTercnziale data. 
Da quel che precede risulta 

l."" Ogni integrale particolare deirequazione differenziale (i) è una funzione 
analitica, che in ogni punto non singolare del piano T ò sviluppabile in serie con- 
vergente entro un circolo che ha il centro in quel punto e si estende fino al più 
vicino dei punti singolari. 

2.' Dati i valori di un integrale particolare e delle sue vi — ì prime de- 
rivate in un punto non singolare . i valori che le stesse funzioni assumono in un 
altro punto qualunque non singolare , seguendo una linea qualsiasi che non passa 
per i punti singolari, si possono calcolare senza il bisogno di determinare i valori 
delle stesse funzioni per tulli ì punti intermediari. 

a I punti singolari per i coefficienti deirequazione differenziale data sono in 
« generale anche punti singolari per gli integrali di essa ». 

Infatti nella serie 2a„(ac - a,)", che rappresenterebbe lo sviluppo di un inte- 
grale neir intorno del punto singolare a,-, i coefficienti a^^a^^^^ ecc. che si rica- 
vano in funzione di a© a, . . . a,^_, e dei coefficienti p, , p^, ... p^, sono infiniti 
perchè uno almeno di questi coefficienti p e infinito per x = r/^- 

Escludendo dal piano T delia variabile indipendente i punti a^ a^ . , . aj, , gli 
integrali particolari della data equazione differenziale sono dapertutto finiti e con- 
tinui. 

Dati i valori di un integrale e delle sue m-1 prime derivate in un punto non 
singolare, col metodo sopra esposto, possiamo calcolare i valori che si ritrovano per 
queste funzioni nello stesso punto dopo che la variabile ha girato attorno ad uno 
più punti singolari. Questi valori in generale saranno diversi dai primitivi per- 
chè si sa che in generale una funzione analitica non è monodroma nell* intorno 
dei suoi punti singolari. Adunque per rendere uniformi gli integrali dilla nostra 
equazione differenziale bisogna impedire che la variabile giri attorno ai punti 
a, (7, . . . ttp. 

Questo scopo si può raggiungere congiungendo ciascuno di questi punti col 
punto all'infinito, ovvero congiungendo con una linea continua, che può essere tie- 
formablle, questi punti e prolungando la linea fino airoo. 

Neirun caso o nell'altro bisogna impedire alla variabile di oltrepassare que- 
ste linee che si dicono tagli. 

Ad ogni sistema di valori assegnato alle m costanti arbitrarie corrisponde , 
come abbiamo visto, un integrale particolare. 

Adunque: ogni equazione differenziale di ordine m ammette un numero m-upla- 
mente infinito di integrali particolari. 
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Sì pensi ora la superDcie T come ricoperta da un numero m- uplamente in- 
finito di fogli coi medesimi tagli. 

Nei punti in cui questi fogli sono attraversati da una comune perpendicolare, 
immaginiamo segnati questi sistemi di valori e distribuita sopra ognuno di que- 
sti fogli la rispettiva funzione integrale: con ciò avremo ottenuto la rappresenta- 
zione di tutti gl'integrali particolari dell'equazione differenziale data. 

Abbiamo visto che partendo da un punto non singolare con valori assegnati 

per y, —' • • ' m-\ > quando la variabile ha girato attorno ad uno o più punti 

singolari, si ritrovano nello stesso punto, per la funzione y e le sue derivate, valori 
diversi dai precedenti. Ma poiché Tequazione (1) è a coefTicìentì univalcnti questo 
nuovo sistema di valori dev'essere un sistema di valori relativo ad un altro inte- 
grale della stessa equazione differenziale. Si ha quindi: So parten-io da un punto 
qualunque non singolare Xq, posto in un dato foglio, compiamo un giro attorno ad 
uno più punti singolari, non ritorniamo più allo stesso punto, ma nel punto di 
un'altra falda posto sulla perpendicolare innalzata da cCq. Con^^iungendo insieme 
tutti questi fogli in modo che, se x in un foglio attraversa un taglio trovi la sua 
continuazione in un altro foglio, otteniamo come luogo rappresentativo degli inte- 
grali particolari della data equazione dillerenziale una superficie liiemanniana con 
un numero ??i~uplamente infinito di falde. Sopra questa superficie gli integrali sono 
uniformi, finiti e continui. 



II. 



Siano 2/t 2/2 • • • I/m 5 ^ integrali particolari dell' equazione 

ove Pi P2 • • • Pm sono funzioni analitiche univalenti. Se o^c^. , . c^ denotano co- 
stanti arbitrarie, la funzione 

(2) y„,+, = c,y, + Cj2/j + . . . + c„y„ 

è anch'essa un'integrale della (1). 

Quando le funzioni 2/12/2 ••• !/}» sono fra loro linearmente indipendenti, il fa- 
scio c,2/i + C22/2 + . . . + c^2/w contiene un numero m- uplamente infinito di fun- 
zioni cioè contiene tutti gl'integrali particolari della (1). In questo caso daremo 
air insieme di queste m funzioni il nome di sislema fondavienlale di integrali. 
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a) Siano i/jj/j ... y^ , m serie che procedono secondo le potenze intiere positive 
di x-Xq convergenti in un cerchio dì centro Xo e raggio r e supponiamo di li- 
mitare la variabilità di x alla superficie di questo cerchio. Se queste funzioni non 
sono fra loro linearmente indipendenti, soddisfano ad una relazione della forma 



(3) 



c,y, + ....+ c„i/„ - 



per valori costanti delle e. DifTercnziaiido la (3) successivamcnle m — 1 volte, sì ha 



'• dx ^ • ■ • • •» '.IX - " 



(4) 



\ 



cr-'j/, 



(tó 



^"'-y». 






Dovendo coesistere il sistema di equazioni (3) (4) per valori non tutti nulli 
delle costanti, deve anche essere: 



D = 



dx 



y* 

dyt 
dx 



ókc"*'* dx' 



,m-i • 



dx 



da?"»** 



= 0. 



Reciprocamente: Se è D = 0, le funzioni y,2/, . . . i/^i verificano l'equazione dif- 
ferenziale di ordine m - 1 



(5) 



y 

dy 
dx 



yì 
àyt 

dx 



àym 

dea 



dx"»-« da;""' ' ' ■ da}"-* 



«0. 
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Denotiamo con Y,Yt . . . Y^_, un sistema fondamentale di integrali della (5). 
Si hanno le seguenti relezioni 

j/i = Cu Y| + . . . + c„„_| Y„,.| 



Vm-^ ^Hit *i -f • • • + ^mm-ì^n 



Eliminando fra queste equazioni Y, . . .Y„^^i si ottiene un'equazione lineare 
a coefficienti costanti fra j/,2/2 . . . j/^. Dunque; 

« Condizione necessaria e sufTiciente perchè y,j/j , • • j/n, non siano fra loro li- 
a ncaruìcnte indipendenti è che il determinante D sia uguale a zero. 

Con ciò resta anche provato che: 

« Condizione necessaria e sufficiente perchè le funzioni j/,i/t • • . J/», siano fra 
« loro linearmente indipendenti è che il determinante di queste funzioni sia di- 
« verso da zero ». 

Il determinante delle t/iJ/t • • • y» è uguale a zero neir interno del cerchio so- 
pra descritto: dico che esso continua ad essere uguale a zero in tutte le parti del 
piano T in cui le funzioni y^y^ • • • Z/m bì lasciano continuare, ben' inteso però che 
si intenda di prendere per j/,2/2 ... 2/0, simultanei valori di queste funzioni. In- 
fatti la funzione c^y^ + . . . + c^j/^ essendo una funzione analitica , se essa soddi- 
sfa all'equazione D = in un suo elemento, tutti gli altri clementi dì questa fun- 
zione soddisfano alla stessa equazione. Si ha dunque: 

« Se y,t/2 • • . 2/01 non sono fra loro linearmente indipendenti neir intorno di 
f( un loro punto non singolare, esso continuano ad essere tali in ogni altro punto 
< non sin<:olare ». 

Con ciò resta anche provato: 

« Se j/,2/, • ' • I/m sono fra loro linearmente indipendenti, in un intorno di un 
« loro punto non singolare, esse continuano ad essere fra loro linearmente indi- 
• pendenti in ogni altro punto non singolare », 

Da quanto si è detto segue: 

Dalo un sistema di funzioni analitiche, per riconoscere se queste sono fra loro 
linearnionte indipendenti, occorre formare il determinante di queste funzioni e ve- 
rificare se questo è diverso da zero per tutti i punti di un cerchio, che ha il cen 
tro in un punto qualunque non singolare e che si estende al più vicino dei punti 
singolari delle funzioni date. 

b) Veniamo ora al caso in cui le funzioni t/,,t/j ...., j/„ verificano Tequazione (I). 

Dico che in questo caso, per riconoscere se queste sono fra loro linearmente 
indipendenti, non è necessario verificare se il loro determinante è diverso dazerò 
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per tutti i punti di un dato intorno, ma basta verificarlo per un solo punto qua- 
lunque non singolare del piano T. Infatti da 



d^Vn, d^'*u^ 

dx^ ^^ (ioo** * ' "*^'* 



si ha: 



Ed integrando : 



dx 
P« = — D- 



D = Ce-^P'''^ 



ove C è una costante. 

Da ciò si ricava che se D per x = a5o è diverso da zero esso sarà fc^einpre 
diverso da zero in tutti i punti del piano eccetto nei punti singolari. 

Con ciò rimane dimostrato che: 

« Se y^y^ • * • Vi» formano un sistema fondamentale di integrali deirequazio* 
« ne (1) in un punto non singolare x^. esse continueranno a formare un sistema fon- 
a damentale in ogni altro punto non singolare, se ciascuno di questi integrali è 
« continuato per la medesima strada, anche circondando alcuni punti singolari fino 
« a ritornare in x^n. 

In particolare si può avere un sistema fondamentale di integrali scegliendo, 
fra i sistemi dì valori che abbiamo deposti nei punti ove la perpendicolare innal- 
zata da Xq incontra i piani sovrapposti , m sistemi tali che il loro determinante 
sia diverso da zero , o formando gli integrali determinati da questi sistemi di 
valori. 

(conlinua) 
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TEOREMI DA DIMOSTRARE 



DEL 



Dott. MARIO PIERI. 



1 Se un quadrilatero sghembo ha per Iati quattro rette osculatrici d'una 
superOcie cubica , i punti di contatto di queste giaceranno in un piano. 

2. Se i lati d*un quadrilatero sghembo toccano una superfìcie cubica in quattro 
punti d' un piano , la segheranno ulteriormente in quattro punti d* un piano. Vi- 
ceversa , se i quattro punti d' intersezione sono complanari , tali saraano anche i 
punti di contatto ; oppure il piano individualo da tre qualunque di essi passerà 
pel conjugato armonico del rimanente rispetto ai due vertici del quadrilatero al- 
lineati con esso. 

3. Se i Iati d*un quadrilatero sghembo sono tangenti stazionarie di una su- 
perOcie del quarto ordine, e se di più i loro punti di contatto stanno in un piano, 
essi taglieranno ulteriormente la superficie in quattro punti d*un piano. Vice- 
^ersa, di questi due ultimi fatti il primo è conseguenza dell* altro. 

4. Se i lati d* un pentagono sghembo semplice sono tangenti doppie d' una 
superficie del quarto ordine , o i dicci punti di contatto giaceranno in una stessa 
qnadrica , o la quadrica individuata da nove qualunque di essi passerà per il co- 
njugato armonico del decimo punto rispetto ai due vertici del pentagono allineati 
con esso. 

5. Se dei venti punti comuni ad un pentagono sghembo semplice ed una su- 
perficie del quarto ordine , dieci sono le intersezioni di esso con una quadrica , 
sarà Io stesso anche degli altri dieci. 

6. Sulla superficie algebrica (Jcl 12® ordino): 
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le linee asinloHche sono cur?e algebriche, e formano due sistemi algebricamente 
diversi rappresentati sul piano xy dalle equazioni : 



1 X 

ac'*± y' = cosfanfe. 



s s 

Le asintotiche del 1* sistema »Jx^ 4- Vy* = costante sono in pari tempo le li- 
nee di massima pendenza della superficie rispetto alla direzione dell* asse z , e 
lungo ciascuna di esse è costante 1* inclinazione della normale alla superficie 'e 
della tangente alla linea sul medesimo asse. Né vi sono altre superficie, projetti- 
vamente diverse da questa, sulle quali il sistema delle asintotiche sia definito dalla 
doppia equazione : 



(©*± (S)*= '"'"""''• 



VOL. 2XX1. 47 



Digitized by 



Google 



)( 310 )( 



From the BOLLETIN OF THE NEW YORK MATHEMATICAL SOCIETY Ociobcr, 1893. 



THE MATHEMATICAL CONGRESS AT CHICAGO 



INAUGUBAL ADDBESS 

Delivered at the general session of the oongress of mathematics 
and astronomy at Chicago auguet 21 , 1893 



B Y 



Prof. FELIX KLEIN. 



« The Geroian Government has commissioned me to communicate io this Con- 
gress the assuranccs of its good-will» and to participate in your transactions. In 
this officiai capacity allow me to rcpeat here the Invitation glven already in the 
general session to visit at some convenient time the German university exhibit in 
the Liberal Arts Building. 

I bave also the honor to lay before you a considerable number of mathema- 
tica! papers, which give collectively afairly complete account of contemporancous 
mathematical activity in Germany. Bescrvìng for the mathematical section a de- 
tailcd summary of thcse papers, I mention here only certain points of more ge- 
neral interest. 

Whcn Wtì contemplate the dcvclopment of malhematics in this nineteenth 
century. \vc Qnd somcthin<,r similar to what has tnkon place in otlicr sciences The 
famous investìgalors of the preceding pcriod, Lagrange, Laplace, Gauss, wcre eacli 
great enough to ombracc ali branches of matlicmatics and i(s application?. In 
particular , astronomy and mathematics wero in their time rcgarde»! as inse- 
parable. 
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WIth the succeeding generation, howcver, the tcnclency to specializj\tion ma- 
nifested ìtself. Not unworthy are the names of its early represcntati?es : Abel , 
Jacobi, Galois, and the great geometers from Poncelet on, and not inconsiderable 
are tlicir indi?idual achieveraents. But along with its rapidly growing development 
the Sciences departed more and more frora its originai scope and purpose, threa- 
tening to sacriflce its earlier unity and to spht into diverse branches. At the sanie 
tiroe the attcntion bestoweJ upon it by the general scientific public diminishcd in 
equal proportion. It became alraost the custom to regard modem mathematica! 
spcculation as somethìng having no general interest or importance; and the propo- 
sai was cven made that , at lenst for purposes of instruction, ali results be for* 
mulated. from the same standpoints as in the earlier deriod. Such conditions were 
unquestionably to be regretted. 

This is a picture of the past. I wish on the present occasion to state and to 
emphasize the fact that in the last two decades a roarked improvement from 
within has asserted itself in our science , with constantly increasing succes. 

The matter has been found simpler than was at first believed. It appears , 
indeed, that the different branches of mathematìcs bave actually developed not in 
diverging but in paratici directions; that it ìs possible to combine their resuUs 
into certain general conceptions. Such a conception is that of the funciion — in 
particular that of the analytical function of the complex variable. Another con- 
ception of perhaps the same rango ìs that of the group , which just now stands 
in the foreground of mathematica! progress. Procecding from the idea of groups, 
we learn more and more to co- ordinate and connect different mathematica! scien- 
ces. Thus, for example, (;eometry and the theory of numbers, which long seemed 
to represcnt antagoniste tcndencies, no longer form an antithesis, but bave come 
in many ways to appear as dìfTerent aspects of one and the same theory. 

This unifying tendency , originally purely theoretical , must inevìtably extend 
to the applications of mathematics in other sciences , and on the other band is 
sustained and reìnforced in the development and extensìon of these latter. I pre- 
sume that specìfic examples of this ìnterchange of influence bctween pure and ap« 
pHed mathematics may be not without interest for the members of this genera! 
session , and on this account bave selected for brief pieliminary mention two of 
the papers wtiich I bave later to present to the mathematica! section. 

The first of these papers (by Dr. Schonflies) presents a review of the progress 
of mathematica! crystallography. SohnclLC, about 1877, treated crystals as aggre- 
gates of congruent molecules of any shape whatever, regularly arranged in space. 
In 1884 Fedorow made further progress by admitting the hypothesis that the mo- 
lecules might be in part inversely instead of directly congruent. In the light of 
our modem mathematica! developments this problem is one of the theory of groups, 
and we bave thus a convenient starting-point for the solution of the entire que- 
stion. It is simply necessary to enumerate ali discontinuous groups contained in 
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the so-called principal group of space- transformatìons. From this point of ?iew 
Dr. Sclìonflies lias treated the subject in a text hook (1891), while in the present 
paper t)e discusses the details of the historical development. 

In the second place, I wlli mention a paper vhich has more immediate inte* 
rcst for astronomers, naraely, a résumé by Dr. Burlihardt of the relations bctween 
astronomica! problems and the theory of linear differential equations. Tliis paper 
deals with those new methods of computing perturbations that were brought out 
first in your country by Newcomb and Hill; in Europe, by Gyldén and others. Here 
the mathematician can be of use to the astronomcr, since he is famiiiar with li- 
near difTerential eqnations and liis traincd in the tieduction of strict proofs ; on 
the other band, the professional matematician finds here much to be learned. 
llill's researches inveivo indeed — a fact not yct sufiBiciently recognized — a distinct 
advance upon the current theory of linear differential equations. To be more pre- 
cise , te interest centres in the representation of the integrals of a differential 
equation in the vicinity of an a essentialiy » singular point. Hill furnishes a prac- 
tical solution of this problem by the aid of an instrument new to mathematica! 
analysìs, — the adraissibility of which is, however, confirmed by subsequent wrl- 
tcrs , — the infinitely extended , but stili convergent , determinant. 

Speaking, as I do, under te influence of our Gottingen traditions, and domi- 
nated somewhat, perhaps, by the great narae of Gauss, I may be pardoaed if I 
characterize the tendency that has been outlined in these remarks as a return 
lo the general Gaussian programme. A distinct ion between the present and the 
earlier perìod lies evidcntly in this : that what was formerly begun by a single 
master-minde we must now seek to accomplish by nnited cfforts and cooperation. 
A raovement in this direction was started in Franco some time since by the powerful 
influence of Poincaré For similar purposes we founded in Germany a mathema- 
tica! society, three years ago, and I greet the young society in New York and its 
Bulletin as being in harmony with our aspirations. But mathematicians must co 
stili farther. They must forni international unions , and J trust that this present 
congress at Chicago will be a stop in that direction ». 



The mathematica! section of the Congress on Hathematics and Astronomy 
held in Chicago from August 9lst to 26th was of the highest interest to ali pre- 
sent, partìcularly on account of the active participation of Prof. RIein, of Gdttin- 
gen. Only a brief outline of the proceedings can be presented here, but it is 
hoped that a full officiai report of the proceedings will ultimately be published. 

Honday's session was devoted to preliminary addresses and to organization. 
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Prof. Klein referring in liis introiJuctory adJress io two of the special papers 
presented : 

Gruppenlheorie und Krystallographie, by Pror. Schonflies of Gottlngen, and 

Deòer einifie malliemalische Resultale nenerer astro aoniischer Uiilersivchun' 
gerì, insbesondere Uber irregulare Integrale Uaearer Diffitrentialgleichuagea ^ by 
Dr. Burkhardt of Gòttingen. 

The so-called « structure theory » of crystals dcais csscntially with a pro- 
blem of the theory of groups, namely. witli the enumeration of ali discontinuous 
sub-groups which may be formed from the groiip of space-raovements, corabined 
also with reflection. Dr. Schonflies has alreidy (1891) ina le a comprehensive pre- 
scntation of the theory from this standpoint. 

Dr. Burkhanlt gives a criticai account frora a mathematica! stan.lpoint of the 
interestinj^ advances made in the last twcnty years by Hill . Gyldén , and othcrs 
hi the field of 4)crturbation calculation. Thesc authors having employed linear dif- 
ferential equations for defining thcir transcendental functions, their investigations 
stand in dose relations with dcvelopments in the theory of theso equations made 
in more recent years from the purcly mathematical side, 

At the second session (August 22) the following papers were presented : 

Vcber die Tlieorie der algebraischen lavarianieìi, by Prof. Hilbert of Roni^s- 
berg , giving an account of the results reached in the investigalions on the Ani- 
teness of the form systems, in which by the introduction of fundamentally ne w 
methods he has passed far beyond the prcYious standpoint. 

Zur Theorie der gamznhligen algcbraischen Gleidiungen , by Prof. Weber 
of Gòttingen, giving an elementary proof that there ìs an infinite number of equa- 
tions of prime order and with integr il coefficients , which in the domain of ra- 
tionality bave no a AITect, »•* equations, that is, whose Galois group is the sym- 
metrical group. 

Ueber die arithmetisch-algehraischen Tendenzen Leopold Kroneckers , by 
Prof. Netto of Giessen, illustrating the tendencies followed by Kronecker, parti - 
cularly in his later years, to reduce the enti re field of matematics to the relations 
belween integrai numbers , and to consider only such mathematica! operations 
legitimate as involve but a finite number of steps. 

I7eftcr dte Reduclion der binàren quadralischen Formen . by Prof. Hurwitz 
of Zuricb, a derivation, by a particularly simple and elegant geometrica! method, 
of known theoreras on the reduction of the binary quadratic forms. 

On Fifth-potoer Numbers , whose Sum is a Fiftli Power , by Dr. Artemas 
Martin of the U. S. Coast and Geodetic Survey, giving special numerica! cases. 

On the Algebraic Solution of Equations , by Prof. Sawin of Evansville , Wi- 
sconsin. 
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Aeliere tind neuere Vniersuchangen uber Sysleme complexer Zahlen, by 
Prof. Study of Marburg. The author doals with Ihose coraplex numbers for whìch 
the produci of two units is a linear combìnation of the originai units ; he gives 
the historical developraent of the theory , invlting special attention to the rela- 
tions of the consìderations involved to Lie's theory of continuous transformation- 
groups. 

On the Definiiions of ine Trigonomelric FuncUons , by Prof. Macfarlanc of 
the University of Texas. 

The session of Wednesday opened with a paper on Modera Graphical Deve! 
lopmenls, by Prcsident Eddy of the Rose Polytechnic Institute, revìewing the de- 
velopmcnt of graphical methods since the time of Monge, with particular reference 
to M. Lévy*s a La statiqiie graphique et ses applicatìons aux Gonstructioas ». 

Some Salieni Points in the History of Non-Euclidean and Bijper-Spaecs 
wcre presented by Prof. Halsted of the University of Texas , with an account of 
the work of an Italian priest, Saccheri, published in 1733, contairiinj^ a a state- 
ment of propositions in Lobatschcffsky's Non-Euclidean Geometry, with their syn- 
Ihetic proof in puro geometrie style ». 

Prof. Study of Marburg then presented a paper on Some Researches in Sphe- 
riciil Trigonomelnj, dealing with the formulae of the latter from the standpoints 
of the modem theory of functions and of the theory of groups , and cxhibiting 
dose relations to various other branchos of mathematics : the theory of ortho- 
gonal substitulions, that of dcsmic surfaces of the fourth order, that of the theta- 
relations, etc. (See the author's detaiied account in the Abhandlungen der sachsi* 
schen Akademie, 1893). This was foliowed by a paper 

On Inlerpolalion Formulae and llieir Relation to Infinite Series , by Prof. 
Echols of the University of Virginia ; by a 

Résumé de quelques résuUais relallfa à la Ihéorie des syslhmes récurrentes 
de fonctionSy by Prof. Pinchcrle of Bologna. 

Sur une intégrale définie qui représenle la fonclion J (s) de Riemann , by 
Prof. Lerch of Prague. 

Oeber Eigenschaften von ganzen Zahlen , die durcA vàamlkhe Amehauung 
erschlossen aind^ by Dr. Minkowski of Bonn, giving a preliminary account of the 
present sfate of the geometrical investigations on paraìlel grates (Parallelgitter) 
in space of n dimensions, by means of whieh he has derived a series of remarka- 
ble results in the theory of numbers. 

VoMr die nolhtoendigen und hinreichenden Bedingungen fUr die Entwichel- 
barheil von Functionen einer reellen Variablen nach der Taylorschen Reihe, by 
Prof. Pringsheim of Munich. The author gives flrst a review of our present know- 
lodge of criterions of convergence of infinite series, then derives the conditions 
named in the title. 
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Consecutive und coincidirende Eternante einer algebraiscfitm Curve^ by Prof. 
Nother of Erlangen. explaining anew the methods he has employed in the inve- 
stlgation of singular points , and showing the simplicity wich which the chief 
theorems may be expressed. 

Thursday*s programmo included the following papers : 

The Frinciples of the Elliptic and Hyperbolic Analysis, by Prof. Macfar- 
lane of the University of Texas, in continuation of his earlier paper. 

On Weierstrass' s Systems of Abelian Integrals of the First and Second 
Kinds, by Prof. Bolza of the University of Chicago, a precise derivation of cer- 
tain fundamental theorems, using the methods of Weierstrass. 

FortschHtte in der Theorie der linearen Differentialgleichungen , by 
Dr. Hefiter of Giessen, a review of the researches of Fuchs and other German 
writers during the past Ave years. 

Automorphe Functionen und Zdhtentheorie, by Dr. Fricke of Góttingen, 
givìng an account of the relations to arithmetical developments of the numerous 
dìscontinuoas groups occurring in the theory of automorphic functions, so far 
as such relations bave been investigated by himself and others* 

Zur Transformation funften Grades der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung, by Prof. Krause of Dresden. 

Sur quelques propositions fondamentales de la théorie des fonctions ellipti' 
ques^ by Prof. Hermite of Paris, glving a new derivation of the addition theorem 
of the elliptic functions for any assigned biquadratic form under the radicai 
sign in the elliptic integrai. 

The following papers were included in the programmo for Friday : 

On Orthogonal Substitutions , by Prof. Taber of Clark University, giving 
the determination of ali possibie real orthogonal substitutions (and of imaginary 
orthogonal substitutions with two, three, four, or six variables), ratìonally in 
terms of the minimum number of parameters ; the determination of ali sym- 
metric orthogonal substitutions of n variables rationally in terms of in(n — 1) 
parameters; and certain generalizations of Stieltjes* theorem, with an exponential 
representation of orthogonal substitutions. 

On a Quatei*nary Oroup of 2520 Linear Substitutions, by Prof. Maschke 
of the University of Chicago , giving an account of the complete form system 
of that quaternary group of 2520 substitutions occurring in line geometry. 

On Simple Groups, by Prof. Cole of the University of Michigan, describing 
a new simple group of 504 substitutions of nino letters. 

A Doubly infinite System of Simple Groups, by Prof. Moore of the Uni- 
versity of Chicago. The theory of the elliptic modular functions gives a simple 

Q^a*— l) 
group (known since the time of Oalois of ^-^^ — substitutions , where q is 
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ginaries, the author obtains an entire series of new simple groups with^ 



any prime number greater than 2. 6y ìntroduciog substitutions wit Galois ima- 



2 

substitutions. These resuits hold also for q = 2 if the denomiaator 2 be omitted. 
Por g = 2, n = 3, we obtain the group discussed by Prof. Cole. 

At the final session (August 26) the following papers were presented : 

A Formulary an Introduction io Elliptic Functions, by Prof. Stringham 
of the University of California. The auihor develops a system of formulae for 
the reduction of the elliptic integrai of the first kind to dififerent normal forms 
with corresponding functional notations , distinguìshing the different types by 
the particular Cayleyan transformations employed in deriving them. The earlier 
forn:i.lae of Jacobi and Abel are then derived as well as those of Weierstrass. 

A Construciion of Qalois's Group 0/^660 Elemenis, by Mr. Joseph de Perrott 
of Clar^k University. 

Tàbellen von endlichen continuirlichen Transformationsgruppen , by 
Prof. Meyer of Clausthal. One of themost remarkable results of the theory of 
Lie is that for a given number of variables, for example in the piane, there 
is only a limited number of distinct types. While Lle, however, has developed 
these equatìons only in the abridged infinitesimal form, the present paper con- 
tains complete lists of these types in finite form. 

Einige Sàtze vom Schwm^punnt, and Ber pythagordische Lehrsatz in mehr- 
dimensionalen Ràumen^ by Prof. Schlegel of Hagen. 

Considérations générales sur la mesure de la simplicité dans les sciences 
maihématiques et applications à V évaluation ihèorique de la simplicité des 
tracés géométriques, and Règie des analogies dans le triangle et transforma- 
don continue, by M. Émile Leraoine of Paris. 

Sur f équation des ligncs géodesiques, by Prof. Weyr of Prague. 

Nomograpìiie : Sur les équations représentables par trois systèmes recti'- 
lignes de points isoplèthes, by M. d' Ocagne of Paris. 

Note concerning Arithmetical Operations involving Large Numbers^ by 
Rev. T. M. Pervouchine of Kasan. 

Quelques formules relatives aux operations de polaire, by Prof. Capelli 
of Naples. 

Sul moto di rotazione di un cotyo rigido attorno ad un punto fisso, by 
Prof. Paladini of Pisa. 

Concerning the Development of the Theoi^ of Groups during the tasi 
Twenty yca7S, ly Piof. Klein of Gdttingen. Fiom his Erlangen Programmo 
of 1872 (iccenlly translaled in the Bllietik) as a staiting point, Prof. Klein 
di&cusses LiUfly the dc^tlo^.n:.ent of the theories both of continuous and of 
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discontinuous groups, referring to his recent lecture course, Hohere Geome- 
trìe II (soon to be lithographed). 

After a iin«nnimous and enthusiastìo vote of thansks to Prof. Rlcin for bis ef- 
forts in promoting the interest an;l success of these meelings and for the cour- 
tesies extendcd by him as Prussian comraissioncr at the Exposition , and after 
congratulatory roinarks by Prof, Story, the scction adjourned. 

On tbrec afternoons durìng the sessions of thi! Congrcss , Prof. Kleiu gavc 
highly intcresting expositions of tlie very complete Exhibit of the German Uni- 
vcrsities at the Liberal Arts Building. Two afternoons were dcvoted mainly to the 
cxpianation and discussion of mathematica] models and other appliances. of which 
an extensìve collcction haJ been arranged by Prof. Klein and Dyck. Many ofthe 
models were unf^imiliar to tliose prcsent, and the opportunity for their examina- 
tion was highly apprecìated. 

The officers of the mathematica! scction were : 

Uonorary Presidenl, Prof. Rlein of Gottìngen, 

Presidentj Prof. Story of Clark University. 

VicePresidenl, Prof. Moorc of the University ot Chicago. 

Secrelary, Prof. Tyler of the Massachusetts Institute of Technolo„'y. 

Execulive Conimiilce, the officers and Prof. White of Northwestern University. 

Besides the officers just naraed the following were among those attending the 
congressi Prof. Study of .W.irburg , Hilsted anJ Micfarlano of tiio University of 
Texas, Eddy of the Rose Polytechnìc Institute, Bolza and Maschkc of the Univer- 
sity of Chicago , Paladini of Milan , Oliver and Macmahoa of Cornell University , 
Van Vleck of Wcsleyan University , Yan Velzer of the University of Wisconsin , 
Beman and Ziwet of the University of Michigan , Smith of the University of Mis- 
vouri, Fine of Princeton, Waldo of De Pauw University Mcrriman of Li^high Uni- 
sersity, Lond of Colorado College, Taber and Webster of Clark University , Ely 
of Vassar, and Messrs. Hulburt of Johns Hopkins University, Ilolgate of North- 
western University, and Blake of Columbia College. 

[For most of the abovo details in regard to particular papcrs the writer is 
indcbted to the courtesy of Prof. Klein]. 

H. W. Tyler. 
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ERRATA-CORRIGE 



ALLA NOTA 



ALCUNE PROPRIETÀ DEI COEKFICIENTI POLINOMIALI ecc. 



DI 



E. S A D U N. 



Pag. 129, linea 6* dal basso. L'esponente deve essere k anziché h. 
» 130, linea 8' dal basso. In luogo di (-- \fx'"^^*^qi , si legga: 

» 13!, linea 1". Dove dice: è uno degli m + 1 minori... ^ si legga: 

è uno degli m f 1 numeri ... . 

» » linea 15'. Invece di kf^^'"^ , si legga V"*^ 

,. . ,. ^^. , m^ -m m\ m*"* - 1 ( 

» » ultima linea. Si lecita : r- = — , . 

®^ m + i m + 1 

» 136, lìnea 1\ Dopo le parole: « solarne )te che » aggiungasi: « divi- 
dendo per )). 
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